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物理 学 是 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 
基本 规律 的 前 沿 学 科 . 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 
和 推动 下 ,人 们 对 物理 现象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 
断 取 得 新 的 突破 ,物理 学 的 省 分 支 学 科 有 着 突飞猛进 的 
发 展 , 丰 富 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基本 规律 的 认识 
和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技 
术 学 科 的 进步 . 物理 学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交叉 学 科 
和 新 技术 学 科 产 生成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 . 

为 适应 现代 化 建设 的 需要 ,为 推动 国内 物理 学 的 研 
究 、 提 高 物理 教学 水 平 , 我 们 决定 推出 《北京 大 学 物理 学 
从 书 》, 请 在 物理 学 前 党 进行 科学 研究 和 教学 工作 的 著名 
物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 各 分 支 领域 的 前 沿 发 展 做 
系统 ,全面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 和 物理 系 的 学 生 
讲 一 步 开 展 物理 学 各 分 支 领域 的 探索 研究 和 学 习 , 开 展 
与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 
提供 研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 . 

本 从 节 分 两 个 蝴 次 ,第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 和 全 的 
基础 课 教 材 , 这 一 教材 系列 ,将 在 几 十 年 来 几 代 教师 , 特 
别 是 在 北京 大 学 教师 的 教学 实践 和 教学 经 验 积累 的 基础 
上 ,力求 深入 浅 出 、 删 繁 就 简 , 以 适 于 全 国 大 多 数 院 校 的 
物理 系 使 用 . 它 既 吸收 以 往 经 典 的 物理 教材 的 精华 , 尽 可 
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能 系统 地 ,完整 地 ,准确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知识 、 
基本 概念 .基本 规律 .基本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 
新 观点 和 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 ,使 学 生 不 仅 能 党 
握 物 理学 的 基础 知识 ,还 能 了 解 本 学 科 的 前 沿 课 题 和 研 
宛 动 向 ,提高 学 生 的 科学 素质 .第 二 个 层次 是 研究 生 教 
材 、 研 究 生 教学 参考 蔬 和 专题 学 术 著 作 . 这 一 系列 将 集中 
于 一 些 发 展 迅 速 . 已 有 开拓 性 进展 .国际 上 活跃 的 学 科 方 
向 和 专题 ,介绍 该 学 科 方 向 的 基本 内 容 , 丸 求 充分 反映 该 
学 科 方 向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 . 学 木 专著 首 
先 着 眼 于 物理 学 的 各 分 克 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 
紧密 相关 的 交 义 学 科 . 

愿 这 套 从 书 的 出 版 既 能 使 国内 著名 物理 学 家 和 教授 
有 机 会 将 他 们 的 累累 硕果 奉献 给 广大 读者 ,又 能 对 物理 
的 教学 和 科学 研究 起 到 促进 和 推动 作用 . 


《北京 大 学 物理 学 丛书 》 编 辑 委 员 会 
1997 年 3 月 


Preface 


Physics is the foundation of natural sciences, a leading 
discipline of studying structures of matter and basic laws of 
motion. For several decades, driving by the demands of 
developing technology, the breakthrough in the studies of 
physical phenomenon and the laws of physics never end. During 
this period,; all branches of Physics grew very fast and our 
knowledge of the basic laws governing the motion of the phvysical 
world was highly enriched. The growing of physics accelerated 
the progress of many physics related areas and technologies. The 
development of physics provided grounds and guidance for the 
birth and the growth of those new branches of physics, related 
areas and new technologies, 

In order to cateh up the main stream of the modernization 
and to give an impetus to scientific research and to improve 
teaching of physics in China. We decided to publish “The Serrey 
of Advuanced Physics of Peking University”. We invited those 
distinguished physicists and professors who worked in the 
frontier of physica to give series introductions to all branches of 
modern physics and recent developments in these fields. This 
series, as a consequence, provides textbooks and refterences for 
physicists and physics students in their studies of all branches of 
physics, related areas and technologies. 

This series is divided into two sub-seties of different Levels ， 
the first sub-series includes the textbooks of undergraduate 
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physics written by experienced teachers in Peking University in 
past decades. These textbooks were written concisely with deep 
insights and easier expressions, which adopt essences of physics 
textbook classics, explain iundamental concepts, laws and 
methods of physics in a systematic and rigorous way， In 
addition, these textbooks properly introduced the new 
approaches and the latest developments of physics for educational 
purposes, This sub-series is suitable for teaching of 
undergraduate physics for most universities an 出 institutes it 
China, The second sub-series includes graduate textbook, 
reterences and academic writings. This sub-series focuses on the 
latest developments and accomplishments in the active subjects 
of relevant researcb witb international interests and introductions 
to those of fast developing research fields. The topics of 
academic writings mainly cover all branches of physics, but it 
will be generalized to closely related areas. 

We wish the publication of this series could provide an 
opportunity for leading physicists and physics professors in 
China to show their fruitful accomplishments to general audience 


and to give an impetus to teaching and research in physics. 


Editorial board of 
“The Serres of Advanced Physics of Peking University” 
March 1997 
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1950 年 秋 , 本 书 第 一 作者 ( 豆 ) 在 清华 大 学 物理 系 , 首 次 开 一 
门 选 眉 的 数学 课 , 内 容 涉 及 多 门 数学 ,但 都 是 学 物理 者 经 常 青 要 懂 
和 用 的 那些 部 分 . 因为 当时 是 新 课 , 昕 课 同 学 包括 大 学 高 年 级 生 和 
研究 生 . 每 周 两 课时 ,历时 两 学 期 ,无 课本 ,无 讲义 , 仅 在 上 学 期 曾 
经 陆续 记 下 简单 的 授课 大 纲 , 累 计 满 一 本 薄 薄 的 练习 本 . 学 年 结束 
时 以 检察 听课 笔记 代替 考试 . 笔记 最 好 的 为 研究 生 徐 锡 申 和 四 年 
级 生 钱 尚武 所 记 , 丽 人 疙 被 邀 痊 抄 其 全 部 笔记 与 彭 保存. 本 书 即 根 
握 上 述 资料 ,由 第 二 作者 ( 徐 ? 整 理 和 稍 加 补充 而 成 . 

彭 在 吉林 毓 文 中 学 读 初 中 三 年 级 时 ,所 用 数学 课本 即 为 三 角 、 
正和 何 .小 代数 的 混合 初等 数学 教材 ,而 彭 在 清华 大 学 物理 系 所 开 的 
数学 课 , 则 好 像 是 代数 .几何 .分 析 的 混合 高 等 数学 . 根据 彰 的 科研 
经 历 , 到 他 开 数 学 课时 ,他 主要 注意 在 物理 的 量子 理论 方 而 ,有 量 
子 态 的 释 加 原理 作 根 据 . 碰 到 的 数学 问题 , 管 它 是 代数 方程 .微分 
积分 方程 ,总 是 线性 的 ;这 就 使 这 部 分 高 等 数学 便于 混合 地 讲 , 似 
乎 线性 高 等 数学 也 有 个 统一 的 基础 . 

茧 当时 用 “数理 物理 ”作为 课程 名 称 , 授 课时 主要 阐明 重要 数 
学 概念 .方法 和 年 理 及 其 条 件 , 旨 在 为 学 物理 者 经 常 需要 乔 懂 和 运 
用 的 数学 作 和 名 方面 的 简要 引导 . 因此 本 书 内 容 与 学 习 苏 联 后 的 “ 数 
班 物理 方法 "教学 大 网 差别 较 大 ;也 与 风格 各 异 的 德 . 英 、 美 等 的 凡 
家 “数理 物理 ”或 “理论 物理 方法 ”专著 , 博 浅 专 深 有 所 不 同 . 所 以 本 
书 书 名 采用 “数理 物理 基础 ”. 

徐 在 整理 书稿 过 程 中 ,为 了 表述 的 准确 与 充实 , 除 查 用 过 大 部 
分 原 引 参考 书 之 外 ,还 参阅 了 以 后 直至 近年 来 出 版 的 多 种 书籍 并 
有 所 引用 . 另外 ,对 全 书 章节 进行 详细 编排 后 ,适当 补充 了 少量 内 
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容 , 最 后 ,经 过 彭 细 致 审阅 校 改 司 定 稿 . 其 蛋 内 和 容 包 插 : 线性 变换 ， 
群 , 行 询 式 ,线性 方程 组 的 求解 ,矢量 与 张 量 分 析 , 二 次 型 和 主轴 变 
换 , 线 性 积分 方程 ,函数 空间 , 变 分 法 ,微分 方程 绪论 ,二 阶 线性 仿 
微分 方程 ,二 阶 线性 常 微分 方程 ,微分 方程 的 数值 解法 等 共 十 三 
章 . 

本 书 基 有 以 下 特点 : 紧密 联系 物理 问题 ,重点 阐述 重要 数学 
概念 和 方法 . 从 线性 变换 和 人手 ,提纲 出 领 地 将 线性 数学 的 有 关内 容 
连 贷 起 来 ,构成 有 机 整体 . 从 典型 特例 着 手 ,深入 浅 出 ,循序 渐进 ， 
从 而 引出 一 般 理论 ,易于 学 习 . 叙述 力求 严格 , 繁 元 论证 有 时 借助 
物理 直观 ,强调 运用 条 件 , 便 于 正确 运用 , 关注 到 数值 方法 的 重要 
性 ,多 处 有 着 重 论 述 . 一 述 简明 扼要 ,以 极 少 篇 幅 而 涵盖 相当 丰富 
内 容 , 可 快速 引导 入 门 . 尽管 跨 坟 了 半 个 世纪 ,但 现在 看 来 ,本 书 的 
选材 内 容 和 讲授 方法 ,国内 外 有 关 书 籍 仍 极 少见 . 

最 后 ,对 于 钱 尚 武 教授 提供 的 听课 笔记 ,表示 训 心 感谢 . 还 要 
感谢 清华 大 学 张 泽 瑜 教授 ,他 曾 关 怀 过 本 书 的 最 初出 版 事宜 . 作者 
对 《北京 大 学 物理 党 从 书 }》 编 委 们 数 谢 ,特别 对 常务 编 委 恩 月 梅 女 
土 和 北京 大 学 出 版 社 有 关 人 士 提供 的 方便 致谢 . 

谨 以 此 书 作为 加 新 世纪 暨 母校 清华 大 学 九 十 周年 校庆 的 献 
礼 ， 


彭 醒 臣 ” ”中国 科学 院 理 论 物理 研究 所 
徐 锡 中 北京 应 用 物理 与 计算 数学 研究 所 
2001 年 3 月 于 北京 
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线性 变换 的 短 阵 表示 …………… 
1.2.3 线性 变换 揭 和 矩阵 表示 sere eesans 
线性 变换 与 线性 空间 .ee 
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第 1 章 线性 变换 
我 们 想 首 先 引 进 代 数 和 几何 中 经 尝 胡 到 的 一 些 基 本 概念 . 
1.1 线性 变换 的 定义 


通过 系数 a 为 给 定 的 一 组 ”个 线性 方程 
auT 十 Ca TT dantn 一 319 
al71 十 好 22T2 十 十 好 antn 一 yzy 
nT 十 dnoTs 十 十 人 — Yn 


或 者 简写 为 
GT 一 外 (二 1, 


则 对 于 每 一 个 值 组 (zyrz,… ,zx) 将 有 惟一 的 值 组 (Cy), ye， Yy,) 
与 之 相对 应 .我们 将 这 种 对 应 称 之 为 从 值 组 (xliyzsy… ,xz 到 值 组 
(3 的 一 个 线性 变换 . 

备注 : (1) 一 个 线性 变换 完全 由 特定 系数 值 ca 所 决定 ， 

(2) 从 值 组 (ziyzs zs) 到 值 组 (wp 的 这 种 对 应 
是 惟一 的 . 但 是 ,对 于 给 证 值 组 (2 ,3 yy) 的 逆 变 换 问题 ,或 线 
性 方程 组 的 求解 问题 , 则 未 必 如 此 ， 

《3) 这 些 数值 可 能 是 复数 (C)? 或 实数 (了 R) ,也 有 可 能 是 形成 一 
个 域 F 的 任何 其 他 数 . (关于 域 的 概念 见 本 节 附 录 . ) 


中 RCourant: D. Hilbert, Metioden der Maihematische Physik, 1] ,1930, S. 5. 
[中 译本 , RR, 柯 朗 ,D, 希 尔 伯 特 著 , 钱 敬 , 郭 就 仁 译 改 数 学 物理 方法 3》, 卷 1 ,科学 出 版 
社 , 北 京 ,1958,4 页 , ] 
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关于 备注 562) 前 段 的 证 明 : 只 要 an 与 (xy, ,Ts)》 居 域 中 的 
元 素 , 则 根据 域 的 定义 即 可 证 明 (Cyi,y2，…… yr} 是 惟一 的， 

关于 备注 <2) 后 段 的 内 容 将 在 本 章 1.6 节 以 及 第 4 音 ( 线 性 方 
程 组 的 求解 ) 中 对 以 讨论 . 


1.14 附录 : 域 的 概念 ?2 


域 让 是 任何 这 样 的 元 素 集合 ,对 于 集合 中 元 素 定义 有 加 法 与 
乘法 的 运算 ,它们 具有 下 列 性 质 : 

《1》 对 于 正中 任何 一 对 元 素 妈 ,如 ,其 和 克 十 好 与 其 积 交 炎 是 惟 
一 确定 的 ,县 同属 下 中 元 素 . 加 法 和 飞 法 都 满足 


(a) 变换 律 : 
十 入 二 入 十 守 ， XM 二 NW， 
(b) 结合 律 ， 
十 十 四) 一 ( 计 十 2 十 移入 CUAN) 二 CW AYA 
以 及 (ec)? 乘 法 对 于 加 法 的 分 配 律 


XA 

(2) 下 中 含有 两 个 独特 的 元 素 ; 0( 零 元 素 ) 与 1( 单 位 元 率 )， 
使 得 对 下 中 每 一 元 素 14 都 有 

1 十 0 一 4，1， 1 一 人 

《3) 对 于 下 中 的 每 个 元 素 4,x 十 4 一 0 在 F 中 有 一 个 解 , 称 为 
元 素 4 的 负 元 素 , 并 用 一 4 表示 . 

(4) 对 于 下 中 的 每 个 元 素 4 关 0,x4 二 1 在 F 中 有 一 个 解 , 称 为 
元 素 4 的 逆 元 素 , 并 用 4! 表示 . 

或 者 简 昌 地 说 : 一 个 集合 F, 其 中 任意 二 元 素 之 和 与 积 亦 含 


DG. Birkboltt, S, MacLanes A Suroey of Modern Algebra, MachMillan, New 
York, 1941., 

他 参考 :.《 中国 大 百科 全 书 : 数学 9,818 页, 域 ( 丁 石 种 提 } ,中 国友 百科 全 书 出 版 
社 ; 北 京 ,1988. 
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于 FF 中 ,如 法 与 乘法 满足 交换 律 . 结 合 律 与 分 配 律 ;对 于 加 法 ,F 有 
零 元 素 ,每 个 元 素 有 负 元 素 ; 对 于 乘法 ,F 有 单位 元 素 , 除 去 等 元 素 
外 ,每 个 元 素 有 北 元 带 ;这样 的 代数 结构 就 称 为 域 . 

有 了 实际 的 东西 , 才 会 产生 抽象 的 理论 .一 个 概念 必定 包含 许 
多 内 容 , 数 学 家 所 以 引进 域 就 是 因为 在 数学 中 有 很 多 集合 都 满足 
上 述 条 件 . 例如 

Q(t 有 理 数 域 ) {全 位 有 理 数 }， 


R( 实 数 域 ) {人 全体 实 数 }， 

Cl 复数 域 ) {全 体 复 数 }， 

QC 2 ) {全 体形 如 a 十 5 v2 的 数 ,其 中 e 是 有 理 
数 )}. 


或 者 比 QCv 2 ) 较 一 般 地 ,如 QCvm) {全 体形 如 a 十 5b vm 的 数 ， 
其 中 A 是 有 理 数 ,而 ?3 可 为 2 :内 要 nm 不 是 无 限 即 
可 }[m 二 1,4,9,… 也 可 ,不 过 这 样 有 QOvm) 包 含 在 日 中 . 


1.2 线性 变换 的 矩阵 表示 


对 于 进一步 的 讨论 ,方便 的 是 引进 矩阵 记 法 ; 它 不 仅 对 争 写 方 
程 很 有 用 ,而 且 同 时 它 还 代表 比 数 具 有 更 高 度 复杂 性 的 一 个 数学 
对 象 . 


1.2.1 矩阵 的 定 闵 


一 组 mx 个 数 ( 域 中 元 素 ) 以 一 定 方式 有 序 地 排列 成 的 下 述 
阵列 


称 为 一 个 mw Xn 矩阵 4 或 {fa} ;其 中 i 为 行 标 ,i 二 1;2;-…,m; 此 为 
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列 标 , 开 一 1，2 ，…… hn. 
一 个 如 Xin 和 宛 阵 可 以 看 成 是 有 := 个 米 知 数 (一 1 的 
m 个 线性 方程 的 系数 有 序 排列 而 成 ， 


了 as 一 Y, Ci -一 1 ,2 ). 


中 ==1 


所 以 ,矩阵 与 线性 变换 有 着 密切 的 关系 . 
如 果 行 的 数目 x 与 列 的 数目 a 相等, 即 mw 二 n, 则 和 矩阵 4 称 为 
n 阶 和 矩阵 或 阶 方 阵 . 
如 果 习 有 一 行 (或 一 询 }, 则 称 为 一 个 行 舌 量 (或 列 矢 量 ); 简 言 
之 ,一 个 矢量 . 例如 : 行 拓 量 (m 一 1,1Xn 咎 阵 ) 
{cr} 一 Lan ila ein |， 
列 尖 量 (x 一 1,m x1 矩阵 》 


{a } 一 


ml 


仅 有 一 行 和 一 列 的 矩阵 , 即 1x1 定 阵 , 称 为 标量 . 
1, 2. 2 ”矩阵 的 运算 


下 述 关于 矩阵 的 运算 是 月 用 的 (矢量 的 运算 作为 特例 包括 在 
内 ). 

(1) 矩阵 的 加 法 

两 个 mxn 和 矩阵 4 与 吕 可 以 相 加 ,其 和 为 一 mxn 和 窍 阵 忆 , 则 
有 

和 半 十 B= {aw} 十 {bl 
= {fan 二 丁目 一 fc 二， 

最 Ch— at Br. 

显然 ,矩阵 的 加 法 满足 交换 律 ， 

态 十 昌 = 二 B 十 A. 


(2) 矩阵 的 数 生 
短 阵 4 和 数 可 以 相 好 ,结果 为 
AA 一 hf = (Aaa} — {fanta = A 

可 见 , 数 素 满 足 交 换 律 . 

《3) 矩阵 的 相等 

两 个 mXn 矩阵 4 与 B 相等 必须 其 对 应 元 素 都 相等 , 即 

4 一 于 意味 着 aa 一 如 
于 是 
A B= {lan} 一 {ti} = faa + {— br} 
= {ax — Bat = {O04} 一 个， 

其 中 0 二 105) 为 零 矩 阵 , 基 有 0 一 0. 

若 有 A 二 {an} 为 已 知 和 矩阵 ,了 = {xa} 为 末 知 矩阵 , 则 

这 十 夺 4 二 0 
有 解 为 
蔗 二 一 和 4， 
一 4 为 矩阵 4 的 负 和 矩阵 , 居 为 基 十 4 二 0 相当 于 
{z 十 《2 = {za dn} = (0a}, 

即 YE 十 Cu 一 0 一 0 或 za 一 一 Qu 
故 有 发 一 (za 一 人 一 aa 一 一 fa 一 一 站 ， 

(4) 矩阵 的 [ 链 式 ] 乘 法 

一 个 mxr 算 阵 4= {aj} 和 一 个 rxn 算 阵 B={54} 可 以 相 
习 ,其 链 积 AB 是 一 个 大 Xp 矩阵 C= {ca} (二 1,2, mj 一 1,2， 
"1B 


AB=C, 带 有 co 
备注 : (1) 左 因子 4 的 列 数 r 必须 与 右 因 子 B 的 行 数 + 相 
同 ,因而 有 链 式 乘 法 ( 链 乘 ) 之 名 . 
(2) 对 cs 适用 “ 行 乘 列 * 法 则 . 
(3) 一 般 来 说 ,和 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 , 即 A4B 关 BA. 因为 ,车 
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mn; 则 由 备注 遇 ) 秽 链 积 BA 不 存在 ;而 若 一 am 人性 这 时 AB 为 
n 阶 方 阵 而 B4 则 为 7 阶 方 阵 , 也 本 可 能 相等 ;即使 A,B 为 同 阶 方 
阵 ,由 于 * 行 乘 列 ?法 则 (备注 (627)? ,一 般 也 会 使 得 4B 了 BA.， 

‘5) 矩阵 乘法 满足 结合 律 

(ap4 一 Au4)， A)B = A(AB), 
ACBC) = (CAB)C. 

关于 ACBC) 一 LAB)C 的 让 明 如 下 ; 令 4 为 天 Xr 算 阵 , 吾 为 

”Xs 窍 阵 ,C 六 sxn 矩阵, 刚 有 


{4CBC) ju 一 Da (BO = Das > bicns 
j=1 J 一 1 tml 


{CABICY = D> ABYuen 一 > ac 
了 一 1 


tl] /一 1 


如 果 > 与 为 有 限 则 两 者 相等 ,因而 得 证 ， 
(6) 矩阵 运算 满足 分 配 律 
二 2 有 4 二 A 十 pd， 
A4A 十 B) 一 44 十 48， 
(4+ BIC= AC+ BC, 
A(B+CO) = AB+ AC; 
等 等 . 以 上 所 有 结果 都 可 根据 搜 阵 的 加 法 与 乘法 的 定义 ,以 及 乍 阵 
元 ax … 与 4 等 均 是 域 中 元 素 而 得 以 证 明 ， 


1.2.3 线性 变换 的 矩阵 表示 
有 了 矩阵 记 法 ,就 可 以 将 线性 变换 用 


AxO—=y 
来 描述 ,其 中 A 为 给 定 的 系数 矩阵 ,而 zx 与 ?为 [ 列 ] 矢 量 , 即 
Hl Hs 2 iin 并 ] 1 
Hn Ha "a 六 2 Ye 
和 上 一 $ 


A= {ox} = 间 ， 本 1 下 二 


Hnl wn2 a -EH 内 


根据 矩阵 乘法 的 定义 很 容易 证 明 上 述 结 果 ,因为 
AAr 一 ¥ 即 Ts 一 JW (1 = 1 2 捍卫 


于 是 ,可 以 认为 线性 变换 4 将 每 个 矢量 x 变换 为 一 个 惟一 的 对 应 
和 过量 y， 虽 ] 


I y=.Ar. 
1.3 线性 变换 与 线性 室 间 
1.3.1 线性 变换 的 性 质 


建立 起 下 列 对 应 
Xry=Ar, Ty = Ax, ”y= Ar, , 
其 线性 变换 4 具有 下 述 基 本 性 质 : 


(1) 齐 性 : x 一 y 昔 普 “Mr 一 17， 
《2) 加 性 : x' 一 y' ,xr" 一 y” 芍 肖 站 十 2 十 妨 ; 
(3) 更 -- 般 地 ,结合 起 来 称 为 线性 : x' 一 y' x” 一 y*,…, 纺 涵 
计 寻 十 Mr 十 
最 后 一 个 性 质 可 证 明 如 下 ; 
ay 二 AY A 
一 闪 宙 十 六 A 
一 CT 十 Ax" 二 er). 
显然 ;性质 (1) 和 (C2) 可 作为 (3) 的 特例 得 到 证 明 . 
从 线性 变换 的 上 述 性 质 得 到 启发 .可 以 引进 另 一 几何 概念 
一 矢量 空间 -一 以 使 我 们 的 直观 的 运用 更 为 便利 . 


1.3.2 矢量 宝 间 和 矢量 子 空间 邓 


(1) 矢量 空间 的 定 巡 
和 关 量 空间 (和 节 称 为 线性 室 间 ) 是 一 和 礁 元 素 ( 称 为 矢量 ) 的 集合 ， 


BG, Birkbhofft, $. MacLane, A Survey of Modern Algebra, MacMillan, New 
York, 1941; pp. 167-- 1¢68. 
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它 包 含 届 ) 任 何 二 矢量 x ,x" 之 和 x 十 x 以 及 (2) 任 何 矢 量 x 履 以 
任何 标量 4 后 所 得 之 积 x. 

例如 ,所 有 x*= (Czyxar* Xn) :每 个 xz, 都 可 了 到 滔 域 F( 复 数 域 
C 或 实数 域 有 RR}) 中 元 素 . 这 个 空间 将 用 VY,CC}) 或 YCR) 表 示 . 

(2) 矢量 子 空间 的 定 父 

矢量 空间 的 矢量 子 宝 间 (又 称 线 性 子 空间 ,或 简称 子 字 间 ) 
是 Y 的 子 集 , 它 本 身 相 对 于 Y 中 的 加 法 和 与 标 其 之 滋 法 的 运算 是 
一 个 矢量 空间 . 

例如 ,对 于 Y, 中 任何 给 定 失 量 本 ,x",… ,x 的 所 有 线性 组 合 

XW 十 A? 十: 十 A 全) 

(每 个 标量 4 取 滔 人 或 RR 中 元 素 ) 形 成 VY, 的 一 个 和 拓 量 子 空间 , 它 
被 称 为 由 x ,x",…- ,x 生成 的 子 空间 . 

有 了 矢量 空间 和 失 量 子 空间 的 概念 ,因而 有 下 一 小 节 的 定理 . 


1.3.3 线性 变换 与 矢量 空间 映射 的 定理 


定理 个 线性 变换 将 一 个 矢量 空间 映射 到 另 一 个 矢量 空 
间 . 

利用 线性 变换 的 线性 性 质 , 即 加 性 与 齐 性 的 性 质 ( 兄 1. 3.1 
节 ), 这 个 定理 得 以 证 明 . 

利用 矢量 子 空间 的 定义 ;可 将 上 面 的 定理 予以 明晰 化 为 下 述 
形式 : 

定理 ”线性 变换 4 将 矢量 空间 VY, 映射 到 由 矢量 


1 12 ln 
a “2 ， a" i ， .， qm) 2 
ml lin? 
所 生成 的 矢量 子 宇 间 S$. 


证 可 以 认为 VY, 基 由 矢量 
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0 0 
a 一 0 7 Ea 一 0 1， 日 €' : 一 0 
0 0 1 
所 生成 ,因为 
工 ] 
Ty 
x= |= 08 + r+ + rk". 
由 于 
4 -一 {os} — La’ a "|, 
而 最 然 有 
© -~ AB 一 他， 站 AP' 一 qa”, oa EF 一 一 a; 


因此 根据 1. 3. 1 节 线 性 变换 的 性 质 (3) ,容易 得 出 
= 十 x 十 十 人 一 
¥ = 所 着 一 富有 十 和 人 十 … 二 XA， 
即 ,y 是 aa va 的 线性 组 合 ; 因 此 根据 1.3.2 节 52? 的 定 沈 ,SS 
是 由 gq ,a",-…',a” 所 生成 的 矢量 子 空间 .证 毕 . 
通过 下 节 将 要 引进 的 一 些 概念 ,上 述 结果 还 可 得 到 更 进一步 
的 明晰 化 . 


1.4 矢量 空间 的 基 


1.4.1 矢量 的 线性 无 关 与 线性 相关 个 
定义 ”和 基 量 x ,x”,-… .x 是 线性 无 关 和 的 , 当 且 仅 当 关系 式 


中 类 似 定义 也 适用 于 wx※n 征 阵 ， 


| 
只 有 在 = 和 二 … 一 4 一 0 时 才 会 成 立 的 情况 . 否则 , 矢 革 x，…， 
rc" 是 线性 相关 的 . 
GD) 例如 ,在 V, 中 , 矢 基 


1 0 
0 1 
Ee 一 0 | ， 如 一 0 | ， 9 到 ”一 
0 0 1 
是 线性 无 关 的 . 
证 : 
A 
A 
x + XO + + = | |=0, 
ce 
根据 1. 3. 3 节 , 它 理 售 类 一 沁 一 … 一 4 一 0. 证 毕 . 


(2) 例如 ,一 个 非 零 矢 量 是 线性 无 关 的 ,因为 习 一 0 昔 含 14 一 
0 但 是 一 个 零 矢 基 9 是 线性 相关 的 ,因为 对 于 任何 A 都 有 加 一 小 

通过 选择 和 限定 定义 中 的 一 些 标量 便 等 于 零 , 上 上述 定 义 导 致 
下 面 的 定理 . 

(3) 定理 : 一 个 线性 无 关 矢 量 集 的 任何 子 集 是 强 性 无 关 的 . 

线性 相关 的 名 词 来 源 于 下 述 定 理 . 

(4) 定理 中, V. 中 非 零 矢量 x ,x ,… ,x 是 线性 相关 的 , 当 且 
仅 当 有 一 矢量 x 中“ 是 其 余 矢 量 的 线性 组 合 . 

证 ; 若 x” 一 x 的 线性 组 合 , 则 移 项 后 有 

Xx 对 4 天 0， 


DD GG. Birkhoff, S, MacLane: A Survey of Modern Algebra, MacMillan, New 
York, 1941; pp-. 172~173, Theorcm 3. 
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即 x ,…,xe" 是 线性 相关 的 ; 反 过 来 , 若 Xx' 十 Xx 二 0, 具 有 比 
如 hx, 尖 0, 则 可 解 出 x 由 为 
x 二 x94 的 线性 组 合 . 
证 毕 ， 
矢量 的 线性 无 美 或 线性 相关 这 个 概念 为 矢量 空间 的 几何 中 所 
轿 有 ,通过 下 面 的 分 析 可 以 使 之 更 加 明晰 . 


1.4.2 矢量 宝 间 的 基 与 维 数 


(1) 基 的 定义 
若 一 矢量 宝 届 可 由 一 线性 无 关 的 矢量 子 集 生成 , 则 称 此 矢 基 
子 集 为 该 矢量 空间 的 一 个 基 . 


例如 ， 
1 0 
0 0 
一 : 了 和 Er 一 
0 l 


是 矢 址 空间 V, 的 一 个 基 , 因 为 Y。 中 每 个 矢量 
se ta + 

均 可 由 加 ,台子 以 生成 . 

{2) 基 的 选择 

矢 蔓 空 间 的 基 的 选择 ,很 大 程度 上 是 任意 的 . 实际 上 ,我 们 有 
下 述 定 理 ， 

定理 : V, 中 的 任何 线性 无 关 矢 量 集 合 玉 下 (pn) 
可 形成 VY, 的 基 的 一 部 分 . 

证 : 第 一 步 ” 先 证 明 0 ,…,E" 形成 VY, 的 一 个 基 ， 

国 为 品 ,…8 形 成 W。 的 一 个 基 ,m 可 表达 为 号 的 线 
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性 组 合 .根据 1.4.1 节 , 先 量 nn 中 ,6 ,… ,6" 是 线性 相关 人 抱 ,斯 以 
Pt i 十 Xe 十 十 GE 一 0 
具有 站, 入 A" 不 全 为 零 .这 里 pp? 关 0 以 及 大 ,人 ”不 全 为 
零 Cp 人 0 十 -一 十 4 中 关 0), 因而 , 某 个 福 比 如 4") 尖 0 
和 因为 py 让 关 0, 蕉 5 二 9 了 ,6,…,569 的 线性 组 合 , 肯 定 包 含 
n ;所 以 ,(i) 集合 ,EF 0 是 线性 无 关 的 (如 果 不 热 ,9 六 
可 表达 为 ,… 6" 的 线性 组 合 , 它 与 6 一 9 让 ,0 呈 ,6" 的 
线 社 组合 两 者 结合 一 起 会 导致 与 8 ,…,5" 的 线性 无 关 相 牙 秆 的 
结果 ) + 以 下 Ci) bb 中 所 有 矢量 ;通过 €™" =n* 二 了 的 线性 
组 合 这 个 表达 式 , 可 用 9, 8 来 表达 , 即 
一 6" 1 的 线 福 组 合 . 

摘 句 话说 下 上 证 形成 和 的 一 个 基 . 

第 二 步 ”再 证 明 9 相形 成 Ws 的 一 个 基 . 

因为 956" 形成 VW 的 一 个 基 ,n”* 可 表达 为 四 
Em" 的 线性 组 合 ,于 是 ,9 四, 如 5" 是 线性 相关 
的 , 即 

各 十 an 十 A 十 a 十 A DE —— 科 ， 

县 有 pl i pe A" 不 全 为 零 ， 这 里 Pi 天 上 (因为 nn ， 
8 ,62 是 线性 无 关 的 ) ,实际 上 , 必 , ,Ac 不 全 为 零 ( 因 为 根 
据 1.4.1 (3) 节 ， ne , 7 站 是 线性 无 关 的 ， 即 有 Pa 十 
Po 0 导 笋 AE 十 十 4"?E"D 了 和 关 0). 因而 , 某 个 4( 比 如 
A") 关 0, 故 "二 ,5 的 线性 组 合 , 并 肯定 
包含 Fr 所 以 ,CD) 可 用 9 了, ，… ,5 表达 的 所 有 和 天 其 均 可 
用 nme! ,DP ,所 ye ,Eo 2 也 以 表达 ， 以 及 Ciiy tt ,HP, ye 
"3 是 线性 无 关 的 (因为 97 二 ,和 呈 ,6 的 线性 组 会 ,后 
者 是 线性 无 关 的 ). 摸 旬 话说 ,全 ,56" 形成 VW 的 一 
个 基 . 

通 这 重复 进行 上 述 论证 户 次 (起 n), 就 可 得 上 述 定 理 的 结 
果 , 即 ,Wy ,nCpn) 可 形成 WV, 的 基 的 一 部 分 .证 毕 . 
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车 在 上 述 定 理 中 令 pn, 即 得 下 述 引 理 ， 

引 理 : 任何 的 * 个 线性 无 关 矢 量 集 合 形成 w, 的 一 个 基 . 

而 且 ,我 们 还 已 经 证 明了 以 下 几 个 定理 ， 

3) 矢量 空间 和 子 空间 的 维 数 

定理 : 生成 矢量 空间 V, 的 线性 无 关 矢 量 的 个 数 总 是 ,不 依 
丈 于 基 矢 量 的 选择 . 

我 们 将 这 个 数 = 称 为 此 矢量 空间 v, 的 维 数 . 

对 于 子 空间 的 维 数 , 则 有 下 述 定理 . 

定理 : 对 于 由 VY, 中 的 和 天 量 幸 ,…,x 所 生成 的 矢量 子 空间 
s, 生 成 此 了 空间 S 的 线性 无 关 矢 量 的 个 数 是 矢量 集合 刀 pv 
的 线性 无 关 矢 量 的 个 数 ( 比 如 说 )r. 这 是 子 空间 $ 的 维 数 . 

证 : 令 x,-… ,x 下 之 中 的 线性 元 关 矢量 为 (比如 说 )x'，…， 
xz 这些 矢量 形成 有 的 一 个 基 ,因为 $ 本 身 是 一 矢量 空间 ,可 将 圭 
而 (2) 中 用 号 代替 VY, 予以 重 和 做, 所 以 S$ 的 性 何其 他 基 也 包含 8 的 
正好 > 个 线性 无 关 矢 量 . 

尽管 基 的 选择 是 任意 的 ,但 几何 性 质 ( 酝 如 , 维 数 ) 是 不 变 的 ! 


1.5 线性 变换 与 矢量 空间 映射 的 定理 的 明晰 化 


现在 可 将 1. 3. 3 节 的 定理 进一步 明晰 化 为 下 述 形式 ， 
定理 : 线性 变换 4 将 矢量 空间 VY, 映射 到 和 由 矢量 a' ,a",…， 
2" 所 生成 的 矢量 子 空间 5S, 它 是 一 个 + 维 矢量 空间 ,-( 委 2 为 天 量 
合 @ ye” 中 线性 无 关 矢 量 的 个 数 . 
现在 我 们 能 侣 按照 r= 或 rr 之 n 来 区 别 两 种 类 型 的 线性 变 
换 , 同 时 进一步 讨论 两 类 线性 变换 的 不 同性 夺 , 并 转述 与 此 有 关 的 
定理 . 


1.6 非 奇异 与 奇异 线性 变换 及 有 关 定 理 


1,6.1 非 奇异 与 奇异 线性 变换 
定 妈 G 对 于 线性 变换 A={(a ,a ) ; 若 三” ,Go 是 线性 无 
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关 的 (r 一 *)， 则 称 该 变换 为 非 奇 异 变 摘 ; 否 则 ,各 e ,…,a ”是 线性 
相关 的 (r<<n), 则 称 该 变换 为 容 异 变 接 . 
用 这 个 定义 和 1.5 节 定 理 , 我 们 看 出 下 述 结果 . 


1. 6.2 线性 变 摘 的 映射 性 质 


一 个 非 奇 异 线 性 变换 将 整个 矢量 空间 VY 映射 为 其 本 身 ;而 一 
个 奇异 变换 天 将 WV, 映射 为 V, 的 真子 空间 $S,S 具有 维 数 ~<n. 或 
写成 

非 奇 肛 变 换 : VV,, 

奇异 变换 ， 有 

非 奇异 线性 变换 与 奇异 线性 变换 之 间 的 这 个 区 别 是 相当 重要 
的 (量变 引起 质变 ) ,因为 非 奇 异 线性 变换 具有 一 个 特殊 性 质 , 它 是 
奇异 线性 变换 所 不 能 分 享 的 . 这 里 所 指 的 是 非 奇 异 线 性 变换 存在 
道 变 挤 ,如 下 面 两 个 定理 所 示 . 


1. 6.3 非 奇 异 线性 变换 的 一 一 映射 性 质 
定理 : 非 奇 异 线性 变换 A 所 作 映 射 


xk— y= Ar 
是 一 一 映射 . 
证 这 里 只 需要 证 肯 , 对 于 一 个 给 定 的 y, 有 一 个 且 仪 有 一 个 
x 与 之 对 应 . 既然,… ,a 是 线性 无 关 的 ,所 以 按照 1. 4. 2 (2) 节 
中 引 理 ,它们 形成 V。 中 的 一 个 基 , 从 而 ,给 定 的 y 可 几 它 们 哉 以 表 
达 . 事实 上 仅 有 一 种 方式 来 表达 y=gea' 十 十 ga”. 因为 如 凡 
有 两 种 方式 来 表达 ,比如 说 ， 
了 一 a 十 … 十 PR 一 Mg 十 … 十 人 1 全 人 1 
则 两 者 相 减 得 
Xe t+ 一 Ai) 一 全 
而 根据 矢量 w ,-… ,a 线性 无 关 的 定义 (1.4. 1 节 ) 必 然 有 
HA =pg m0 pm p= 一 An)， 
]4 


所 以 yr,… ,pgp 是 惟一 的 . 
又 内 
人 一 下， 
直接 计算 容易 证 明 
= Ha 十 十 和 
= AF + ee pe AE™ 
一 人 HR + 二 Age " 
= 同人 (ER 二 + uf"), 
它 可 污 作 Ax, 即 y 二 Ax, 具 有 
I=， 
它 是 惟一 的 .证 毕 . 


1.6.4 非 奇异 线性 变换 具有 逆 变 换 


定理 : 对 了 末 非 奇异 线性 变换 * 一 ?一 4r, 其 道 映 射 y 一 x 本身 


也 是 线性 变换 . 
1 


0 
证 : 由 寺 , 对 y 的 特殊 选择 ,y 王 |01| = 中, 按照 1.6.3 市 定 


0 
理 , 存 在 一 个 x 与 之 对 应 ,比如 说 ,x 二 Bb', 即 48 一 如. 同样 ,对 y 的 
0 
1 


特殊 选择 ,? 一 |0 = 如 ,按照 1.6.3 节 定理 ,存在 一 个 x 与 之 对 
0 

应 ,比如 说 ,x 二 所 , 即 A 一 7. 如 此 等 等 ,直至 ,根据 同样 理由 ,对 
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y 的 特殊 选择 ,y 一 | : | 一 6, 存在 一 个 与 之 对 应 ,比如 说 ,x 一 
0 
1 
b™, 即 Ab™ 一 6" 这样 求 得 的 扩 , 矿 ,… ,Bb 中 满足 Ab 一 60 (二 1， 
2，"… ,2) ,按照 1.6.3 节 定理 ,它们 是 惟一 的 . 因此 ,对 任意 的 y， 
yzs"… syn; 有 
ACB 十 yb 二 + yb ™) 
= yAb + yAB 十 … yAb™ 
一 J 风 十 因 史 十 … 十 8 
2 
Y2 


| 


一 4#。 


即 求 得 与 y 对 应 的 x 为 
r= yb 十 yb + yb 
国 而 ,对 于 非 奇 蜡 线性 变换 4 ,映射 
y= 4 一 TH 十 了 2” 十 … Ta", 
存在 惟一 的 道 映射 
y= By= yb + yb … 十 3， 
它 也 是 一 个 线性 变换 . 这 里 
A= (ga) 一 {fat} = {a,}, 
B= Wb, Bb) = (6) = {bn}. 
于 是 映射 xy 还 可 写 出 为 
Y= > (fo 1.2,.*,n), 


而 递 映 射 yz 则 可 写 出 为 
16 


= Pbuy if 一 li2 nn). 


通常 将 BB 用 A- ,来 表示 ,并 将 ?一 xz 一 4 7 称 为 xy 一 4x 之 
逆 变 换 . 
还 应 注意 到 ,对 于 非 奇 异 线性 变换 4 有 一 一 映射 
0 
一 Ar = A ly. 


1.6.5 奇异 线性 变换 的 情况 
对 十 奇异 线性 变换 


Fp AT= Ta 二 ra 十 十 王府 
情况 完全 不 同 . 
因 为 非 奇 异 线 性 变换 A=[a' a”, a" |] :天 量 人 
是 线性 无 关 的 ,有 惟一 的 道 变换 ,它们 是 一 一 映射 ,就 是 说 , 疙 有 
ze>y 导 狐 Werew. 
而 对 于 奇异 线性 变换 4 一 [gr a,… a" | 天 基 a ea 
是 线性 相关 的 , 即 轴 @ 十 和 ae" 十 十 和 go 会 在 而 不 全 为 
零 的 情况 下 变 为 零 ; 如 果 矢 量 a ,… ,a 中 线性 无 关 矢 其 的 个 数 为 
rir<<n), 风 
xx 一 了 导致 V. 一 3， 
这 里 $ 是 ”维和 拓 量 空间 V, 中 的 > 维 矢 量子 空间 , 所 以 ,此 变换 是 
多 到 一 映射 . 
圣 于 奇异 线性 变换 的 道 变换 问题 ,如 果 y 在 S 中 (或 者 说 yE 
$), 则 有 逆 变 换 但 不 惟一 ， 
7 一 工 导致 $ 一 YV， 
这 是 一 到 多 上 映射; 但是; 如果 yy 不 在 S$ 中 (或 者 说 yEVY, 一 S), 则 不 
存在 道 变 换 , 就 是 说 ,V ,一 SV 是 不 可 能 的 . 应 该 注意 到 ,$ 中 总 
是 包 售 有 零 天 量 和 .因而 总 会 有 100. 
例如 : 具体 地 说 , 若 
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1 1 
A= [a ,0,0*| = | 1 :| ， 
1 2 4 
显然 有 近 一 2 ,所 以 4 是 奇异 变换 ;又 由 于 Xez 十 Xe" 一 0 导致 
“0 => = 一 0， 
2 二 作 


性 
所 以 ,ea 是 线性 无 关 的 , 即 ~ 一 2. 因此 (为 了 方便 ,下 面 将 ， 记 


作 [Ta ,也 ,ec] 7， 

xf 一 [ziyzrzzrs] 一 了 = [65c] TD Ya(R) 一 So(R)， 
这 里 Si(R) 一 [B,XY] 是 YatR) 中 由 B=[1,1,01 和 Y=[0,0,1]J' 
所 生成 的 子 空间 ;如 图 所 示 ， 


现在 考虑 道 变 换 癌 题 , 若 给 定 y 一 [5,6,c] ESs, 则 有 ==26 
一 < 和 zs 十 2zx3 二 c 一 ,这 就 是 说 ,S; 中 一 点 {一 个 其 量 ) 对 应 于 Vs 
中 两 平面 相交 的 一 条 直线 (元 穷 个 条 量 ), 是 一 到 多 (无 穷 ) 了 映射 . 
[相反 ,车 给 定 x 位 于 此 直线 上 和 任 一 点 ,显然 会 给 出 $S: 中 一 点 y= 
E85,cj' ,是 多 (无 穷 ) 到 一 孔 射 . ] 另 一 方面 , 若 给 定 上 的 yy 闫 yz(y 
EV 一 $2); 则 导致 方程 于 盾 而 元 解 . 
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第 2 章 群 


2.1 非 奇异 线性 变换 总 体 的 性 质 


在 这 一 音 中 ,我 们 将 要 考虑 线性 空间 VY 的 全 体 非 奇异 线性 变 
换 4,B,C, 等 等 : 
A= [a A",- ,a'" |], 
B= hb, bh), 
C= fe yc, ec"™ |, 
这 里 qa",…,a" 是 线性 无 关 的 ,5 六 ,8 是 线性 无 关 的 ,等 
等 . 


2.1.1 非 奇 异 线性 变换 具有 逆 变 换 


从 圭一 章 1.6. 1 一 1.8.4 各 节 牙 以 总 结 出 ,对 于 每 个 非 坷 异 线 - 
性 变换 ,比如 说 4, 可 建立 一 个 一 一 喘 射 ， 
XTX— y= Arx, 
它 将 天 量 空间 ¥ 中 的 人 尾 一 上 映射 为 子 空间 $ 中 的 惟一 y; 同 时 在 
在 道 变换 4 ,会 将 $ 中 的 该 了 道 映 射 回 藉 x, 也 是 一 一 映射 : 
y—x— A liy; 
并 且 5 与 V, 重合 ,或 者 说 , 非 奇 异 线性 变换 
Te 导致 VeoV. 


2.1.2 非 奇 并 线性 变换 具有 恒 同 变换 


定 光 : 我 们 将 由 单位 矩阵 
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站 心 人 下 1 
即 对 骨 元 均 为 1 而 非 对 条 元 均 为 0 的 方 阵 , 所 描述 的 变换 
rr X=t, 


称 为 恒 疝 线性 变换 . 
2.1.3 线性 变换 之 积 


定 光 : 对 于 由 矩阵 4 和 旦 所 描述 的 两 个 非 奇 异 线性 变换 , 册 
矩阵 积 BA 所 描述 的 线性 变换 称 为 该 两 变换 之 积 . 


因为 对 于 
Ty Oo—= Ax, 
y= By, 
通过 直接 代 换 可 以 得 到 
X= BlAr) = (BAY)X, 


这 里 应 用 了 怎 阵 运算 之 结合 律 ; 由 此 可 见 , 和 矩阵 积 BA 的 确 描 述 了 
x 一 > yy 一 > z 之 积 变换 x 一 > z. 

首先 应 该 注意 到 ,由于 矩阵 不 满足 交换 律 ,BA 隆 AB, 所 以 ,这 
个 定义 依 粮 于 施行 变换 的 先后 次 序 ; 因 为 A 先 B 后 时 有 


x 一 > y 一 > z 之 积 变换 为 zx 一 人 z， 

而 B 先 A 后 时 则 有 
x 一 my 一 zz 之 积 变换 为 x 一 xz， 

可 见 其 结果 一 船 情况 下 是 不 同 的 . 

另外 ,因为 4 和 瑟 都 是 描述 非 奇 异 线性 变换 ,有 一 一 映射 性 

质 
站 和 有 :Yery 导致 “VerWwo， 
BB 和 B11 yz 导致 VieV，， 
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. 并 B 
Xr 导 玫 VY, VY,， 
而 其 道 变换 如 :应 为 


A-! Bl 
Ye yz 导致 Ye 


即 C=BA 有 C1!==(B4)-' 一 4 8”! 也 具有 一 一 映射 性 质 
CC 和 和 CT, xerz 导致 VerV。， 
也 就 是 说 ,C= 二 8A 也 是 描述 非 奇 异 线 性 变换 . 注意 到 乘积 之 逆 为 
因子 之 闭 沿 相反 次 序 之 积 , 这 从 
z= By,¥y 二 Ax 得 z= 二 (BA)xX = CX， 

各 

x 二 A 'y,y= 二 上 Bz 得 x= (A471B Dr= 人 C0 zr 
可 见 . 


2.1.4 线性 变换 的 乘法 满 正 结合 律 


组 成 线性 变换 之 积 的 这 种 方式 ( 称 为 箭 法 ?也 满足 结合 律 . 因 
为 , 若 4,B:C 均 为 线性 空间 V 中 描述 非 奇 异 线性 变换 的 年 阵 ， 
A!x— yO— Axr, 
BB: y— r= By, 
Cit Cr; 
则 按照 线性 变换 之 积 的 定义 显然 有 
(BAY: xX— = (BAYY, 
CBA 一 了 一 人 (47 
另 一 方面 又 有 
(CB): yi = (CB)y, 
(CCBA: x1 = (CBYAx; 
而 按照 矩阵 乘法 的 结合 律 (1. 2.2 节 之 (5)7CCBA) 二 (CB)A, 即 得 
线性 变换 的 乘法 满足 结合 律 ， 
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2.1.5 非 奇 异 线性 变换 的 几何 音义 


利用 "转动 * 的 类 比 来 看 变 挤 的 几何 意义 . 
恒 同 变换 1 是 将 矢量 x 放 在 原 处 不 动 ( 见 下 图 (1)); 
五 一 下 =- 区 
非 奇 学 线性 变换 4 是 将 矢量 x ' 转 "一 “角度 :而 变 到 矢量 ?的 
位 置 ( 见 下 图 (2))》 
TT—¥ = Ar. 
非 奇异 线性 变换 4 的 道 变 换 4-!: 是 将 矢量 y “ 转 ' 回 到 原 矢量 
+ 的 位 置 ( 见 下 图 (3)): 
yx = A“liy. 
0) (2) 


所 以 ,4 :4 是 表示 先 将 ' 转 ' 到 yy, 再 将 y “ 转 ’; 回 到 x, 结 果 等 
于 x 不 动 ;和 
47-14 一 1]1. 
为 了 进一步 次 人 人 讨论, 下面 引 进 抽象 群 的 重要 概念 ， 
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2.2 抽象 群 的 定 光 六 


2.2.1 定 闵 


设 有 一 个 由 元 素 a,5,c，… 组 成 的 集合 GG 中 元 素 对 于 一 个 
单 值 二 元 运算 (用 ，。 表 示 , 称 为 乘法 ) 满 足下 列 条 件 ， 

(i) 封闭 性 ， 

苦 xap 是 心中 任意 元 素 , 风 有 惟一 确定 的 <。5 一 < 而 < 也 是 
占 中 元 素 . 

Qi) 满足 结合 律 . 

车 a,5sc 是 如 中 任意 元 素 , 则 有 

(ah) car (pee). 

cii) 有 单位 元 素 存 在 . 

G 中 有 一 单位 元 素 1[ 有 了 时 用 e( 德 交 Einheit) 或 了 英文 
Tdentity) 表 示 ], 使 得 对 G 中 任意 元 素 a 都 有 

lua=m=a=a°1, 
《iv) 有 道 元 素 存 在 , 
对 于 心中 每 一 元 素 a 有 一 元 素 4 :使 得 
a loa—~l1l—~a°*a!, 

a 1! 称 为 元 素 a 的 道 元 素 . 

这 样 的 集合 G 对 该 乘法 运算 ，。 称 为 群 . 

若 群 C 对 乘法 还 满足 交换 律 , 即 对 G 中 任意 两 个 元 素 4a,5 都 
有 a°。 5 二 5p :a; 则 GG 称 为 交换 群 或 Abel 群 . 

附注 一 : 其 实 , 上 述 条 件 中 烈 入 a :1 一 a 和 a 。a := 二 1 并 非 
必要 ,因为 可 以 证 明 , 它 们 是 其 他 几 个 条 件 的 必然 结果 . 


DD GG. Birkhofi, 5S. MacLane, A Survey of Modern Algebra, MacMillan, New 
York, 1941, pp. 130 一 131. 

多” 大 考 {中国 大 百科 全 书 : 数学 3. 546 页 . 群 ( 妖 学 算 损 .中国 姑 百 科 全 书 出 版 
社 ,北京 ,1988. 
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给 定 (a 。5) :ca (be),1。a 二 a 和 a 1。a=1, 则 蕴 
会 (1) a + 1a 和 (2) a -a !=1. 
证 :C17 wa * {ar1)=~(a a)° l=l°*1=1l=a'° 
:所 以 再 以 (a !) 1! 左 乘 上 让 两 端 得 到 
Jeans) 一 la 。 el1 一 G， 
(2) vale ara 一 (elivalvc7l=。a 1 一 4 所 以 
再 以 tam!) 1! 左 滋 上 式 两 端 得 到 


lelara =], “a°*a 一] 


附注 二 : 应 该 注意 到 ,对 于 GG 中 任意 二 元 素 之 积 a 。5, 其 道 

元 素 为 
{a Bp) li~—~b!ioal!, 
或 者 更 一 般 地 有 
《站 下 “blog 
证 : 钴 为 前 式 两 边 同 时 右 恬 以 (a。 已 后 左边 为 1 ， 而 有 边 为 
CB loa lo (a od)= bole (a loa) b=6b lo1op 
= hl ho=1, 

所 以 前 式 两 边 相 等 ,得 证 . 对 于 一 般 结 果 , 可 以 类 似 地 加 以 证 明 . 


2. 2.2 说明 与 例子 


说 明 ; 群 是 数学 中 最 基本 的 集合 ,同时 从 上 述 的 群 的 性 质 可 
以 推演 出 很 多 漂亮 的 结果 来 ,所 以 , 群 是 非常 重要 的 概念 ， 

群 又 往往 和 * 对 称 性 ”发 生 联系 . 凡是 具有 对 称 性 的 东西 ,施加 
某 种 运算 后 可 使 其 外 表 保 持 不 变 , 对 于 同一 种 对 称 性 的 许多 种 运 
算 即 满足 群 的 定义 ,所 以 形成 一 个 群 . 

例如 ,一 个 等 边 三 角形 具有 对 称心 (中 心 }) 和 对 称 轴 (三 顶点 至 


对 这 的 垂 线 ) ,保持 其 空间 位 置 不 变 的 刚体 运动 共有 下 列 6 种 : 绕 


对 称心 转动 全 <(% 一 0,1,2) 的 3 个 转动 。,R,R[ 转 动 0x 为 不 动 ， 


转动 iC2m) Ci 为 整数 ) 复 原 与 不 动 状态 相同 , 故 R= 二 R' 二 el]; 和 和 绕 
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三 个 对 称 轴 分 别 转动 x 的 3 个 转动 S$,SR,SR*{ 相 当 于 反射 ,S 来 
自 德 文 Spiegelung). 各 个 转动 后 的 结果 图 示 如 下 : 


4 全 B 


8 让 明 8 人 明 
2 
。 R=R R=R 
| 人 B 
蕊 8 中 六 六 LA 


这 6 种 运动 对 于 相继 实施 的 运算 构成 一 个 群 , 称 为 3 边 的 二 面体 
群 D:. 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 来 建立 此 6 个 元 素 的 乘法 表 , 见 表 


这 志 1 DD; 群生 法 站 


表 2. 1 是 这 样 建立 的 : 先 实施 第 一 行 中 其 一 运算 ,再 实施 第 一 列 
中 某 一 运算 , 则 在 对 应 行 和 列 的 相交 处 就 是 其 乘积 ,注意 到 下 列 基 
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本 关系 : 

Ri~e, 952 一 e， (CSRICSRY = ee, SR4S 一 Ri-t, 
不 难 进 行 验证 . ‘此 结果 可 推广 至 n 边 的 二 面体 群 D., 只 要 令 3 一 
zz 天 一 0 ,nm 一 1 扼 可 .) 

有 了 这 个 乘法 表 , 就 很 容易 证 明 

e， R, RR:, SS, SR, SR? 

这 6 个 元 素 构 成 一 个 群 . 同时 ,e,R,R: 这 3 个 元 素 也 构成 一 个 群 . 
因为 可 以 看 出 它们 的 确 满足 ， 

(i) 封闭 性 . 明显 易 见 . 

(ii) 结合 律 。 这 是 线性 变换 ,满足 结合 律 ; 利 用 上 述 基 本 关 
系 , 也 可 直接 进行 验证 . 

(iii》 有 单位 元 素 e 存在 . 明显 易 见 . 

{iv》 有 道 元 素 存 在 ， 很 明显 ,相交 点 是 。 的 两 元 素 互 为 道 元 
素 ， 


2.24 附录; 域 的 另 一 定 闵 


车 一 梨 合 下 中 的 元 素 , 对 加 法 和 ( 除 0 元 率 外 ) 对 绞 法 都 构成 
交换 群 ,县 乘法 对 加 法 有 分 配 律 , 则 这 样 的 集合 就 称 为 域 . 

域 的 这 个 定义 与 第 1 章 1.1A 节 附 录 中 的 定义 是 等 价 的 . 因 
为 按照 群 的 条 件 习 ) 封 闲 性 ,F 中 任意 二 元 素 之 和 与 积 亦 食 于 下 
中 ; (ii) 满足 结合 律 , 对 加 法 是 ae 十 合十 c) 一 (Ce 十 人 十 c, 对 屁 法 是 
a。 忆 "ce) 一 (ap 即 aca) 一 (aa)ycitfiii) 有 单位 元 素 存 在 ， 
对 加 法 是 0 元 素 0 十 a 二 a; 对 乘法 是 1 元 素 la 二 a;(iv) 有 道 元 素 
存在 ,对 加 法 a 的 首 元 素 是 一 a,( 一 4) 十 a 二 0, 对 胶 法 ( 除 0 外 Ja 
的 道 元 素 是 a !1,a-'a==1; 另 村 ,交换 群 还 要 求 满足 交换 律 ,a 上 6 
二 6 十 a 及 ab 二 ba ,而 谋 上 面 关 于 域 的 新 定 广 中 还 要 求 策 法 对 加 法 
有 分 配 律 sa 全 十 c) 一 a6 十 ac. 所 以 ,两 个 定义 是 完全 等 价 的 ， 


下 面 将 要 讨论 各 种 各 样 具 体 的 群 .以 及 与 之 相关 的 一 些 概 念 . 
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2.3 一 般 线性 群 


2.3.1 线性 变换 群 


首先 ,我 们 将 2. 1 节 关 于 非 奇 异 线性 变换 总 体 的 性 质 总 结 一 
下 并 与 群 的 定义 进行 对 比如 下 ; 

(i) 两 个 非 奇 异 线性 变换 之 积 仍 是 一 个 非 奇 异 线 性 变换 , 满 
是 群 元 素 的 封闭 性 条 件 . 

(ii) 对 于 非 奇异 线性 变换 之 乘积 ,结合 律 成 立 ,满足 对 群 元 素 
乘积 的 同样 要 求 . 

Qiii》 在 在 一 个 恒 同 非 奇 异 线 性 变换 1, 当 它 与 任意 一 个 非 奇 
异 线性 变换 4 相 乘 时 仍然 得 到 4, 即 14 二 A1== 有 ,也 就 是 培 ,1 是 
群 的 定义 中 的 单位 元 素 . 

《iv) 对 于 任意 一 个 非 奇 异 线性 变换 4, 存 在 一 个 非 奇异 线性 
首 变 换 4-' ,使 得 A -1A 一 AA4 7! 一 1; 满 足 群 元 素 中 存在 逆 元 素 的 
条 件 . 

因此 , 非 奇异 线性 变换 总 体 构 成 一 个 群 , 称 为 线性 变换 群 , 


2.3.2 矩阵 群 


全 体 非 奇异 二 阶 定 阵 相对 于 链 式 乘法 办 成 一 个 群 ( 所 谓 非 奇 
异 n 阶 矩阵 A=[a ya",-… a" ]; 意 指 其 列 矢量 a' a",…,a" 是 维 
性 无 关 的 ), 称 为 矩阵 群 . 

这 是 因为 描述 非 奇 异 线性 变换 的 赴 姓 是 非 奇 好 和 姓 ,相应 地 
具有 下 列 性 质 

(i)》 任意 两 个 非 奇 异 # 阶 矩 几 4, 互 之 积 3B 仍 是 非 奇 异 n 阶 
矩阵 (< 见 2.1.3 节 ). 

(ii) 任意 三 个 非 页 异 n 阶 第 阵 4A,B,C 之 积 满足 结合 
(4BOC 一 4CBC) 一 4BC. 
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注意 ; 这 里 假设 x 为 有 限 . 如果 为 无 穷 大 , 则 上 式 包 含 两 个 
极限 的 次 序 变 换 * 而 结合 律 是 和 理 成 立 , 依 赖 于 这 个 次 序 变换 是 否 成 
立 . 这 个 问题 需要 另行 考虑 . 

Qi) 有 = 阶 单位 矩阵 


人 性 PT 1 
存在 (网 2.1.2 节 ), 因 为 对 任意 非 奇 异 = 阶 和 矩阵 A 显然 有 
T4 一 47 一 A, 
Civ) 对 任意 非 奇 异 半 阶 矩 阵 4 有 道 矩 阵 4-:, 它 也 是 非 奇 异 
2 阶 和 矩阵 ( 见 2.1.1 节 ), 而 显然 有 
4-4 一 44- 一 工 
这 些 性 质 正 好 是 构成 群 所 应 满足 的 条 忻 . 


2, 3.3 夫 的 同 构 
定 巡 : 如果 群 G 的 元 素 与 群 G" 的 元 素 是 一 一 对 应 的 , 即 有 


berp" ，, 
bror "bh"; 
旭 称 群 G 与 群 G* 为 司 构 , 记 作 
GG", 
容易 看 出 ,这 个 定义 必然 蕴涵 下 而 关于 单位 元 素 与 道 元 素 的 对 应 
关系 
Pape” 
a eta ) 1 
只 要 令 定 义 中 的 5 为 e 或 a ! 即 可 得 出 . 
应 该 注意 , 群 的 同 构 概 念 中 强调 的 是 其 元 素 以 及 其 积 元 素 之 
的 一 一 对 应 关系 ,并 未 涉及 具体 元 素 或 具体 运算 ,后 者 可 以 完全 
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不 阿 . 
2.3.4 一 般 线性 群 


因为 非 奇 异 线 性 变换 与 非 奇 异 和 矩阵 是 一 一 对 应 的 ;所 以 
VE) 中 的 非 奇 异 线 性 变换 ( 共 积 由 答 阵 积 子 以 定义 ?所 构成 的 群 
(线性 变换 群 ) 与 域 了 上 的 阶 非 奇异 抢 阵 (相对 于 链 式 滋 法 ) 所 构 
成 的 群 ( 答 阵 群 ) 是 “ 同 构 的 ,通称 为 域 f 上 的 一 般 线性 群 , 记 作 
GL.(CF).,GL, FE) 中 折 有 行列 式 ( 尖 于 行列 式 见 第 3 章 ) 为 十 ] 的 算 
阵 对 于 乘法 也 构成 群 , 称 为 域 己 上 的 特殊 线性 群 , 记 作 SL.《F). 


2, 3, 5 连续 群 


一 般 线 性 群 GL.(F) 中 的 元 素数 是 元 限 的 , 它 是 nn xn 个 参数 
au 的 连续 群 ,每 个 a 都 在 域 上 变化 . (当然 , 需 满足 非 奇 异性 的 
要 求 ,) 


2. 4 ” 仿 射 变换 群 


2. 4.1 子 群 中 


有 许多 群 被 包含 于 较 太 的 群 之 中 ,如 我 们 将 要 在 以 下 几 节 中 
予以 半 胡 的 . 现在 先 引 进 子 群 的 概念 . 

定 电 : 车 群 G 的 元 率 集 合 中 的 一 个 非 空子 集合 五 , 它 对 于 群 
G 的 运算 自 成 一 群 , 则 五 称 为 G 的 一 个 子 群 . 

例如 ,2. 2.2 节 中 所 举 二 面体 群 的 5 个 元 素 e,Ri,Rs,Ra, Rp， 
Rt 中 的 前 3 个 元 素 e ,Ri,Rs 对 于 绕 对 称心 的 转动 自 成 一 群 . 


全， Birkhoff, S. MacLane, A Survey of Modern Algebra, Macklillan, New 
York, 1941， Pe. 和 二 
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2. 4.2 仿 射 变换 群 


定义 : 对 计数 域 KF 上 的 非 奇 异 盖 阶 方 了 由 4 二 {aa} 和 矢量 空间 
V, CF) 中 的 常 矢量 1 为 给 定 的 情况 下 ,将 VY,《F) 中 的 矢量 + 变换 为 
矢 量 y 的 下 列 变换 ; 
x y— Ax+t+i, 
或 者 
3 一 Sanz, ti (= 112 1)， 


展开 写 出 另 为 
1 一 GTl 十 和 十 Enre 十 五 ， 
Ya 一 CalTl 十 十 dT 十 加 ， 
称 为 VCF)? 上 的 一 个 仿 射 变换 . 
仿 射 变换 最 重要 的 性 质 是 保持 点 的 共 线 性 (或 共 面 性 ) 以 及 保 
持 直 线 的 平行 性 . 这 里 不 作 详 细 讨 论 . 
V,(F) 的 全 体 仿 笛 变 换 构 成 一 个 群 , 称 为 仿 射 变换 群 , 记 作 
ANf.F). 
证 若 有 下 列 和 任意 二 个 仿 射 变 换 ， 
斌 一》 一 rr 十 | 
y= By p, 
zi—~ 人 Cra. 
首先 ,它们 相继 进行 的 结果 可 以 得 到 
r= Bl(Axr 二 D+ p= (BA)r++ (BI p), 
y=CtBy+ p+ = (CB Cp 0); 
由 于 BA 仍 是 非 奇 异 nn 阶 方 阵 ,BI 十 gp 仍 是 一 个 常 和 拓 量 , 它 仍 是 一 
个 仿 射 变换 ,所 以 满足 群 元 素 的 封闭 性 条 件 - 
男 一 方面 ， 
(x 工 ) 于 一 人 人 4) 十 (十 上) 十 他 
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一 人 (有 和 二 十 1 BDD + Cp + og}, 
x {y= .t= {CBYy + (Cp 十 了)) 
= (CB){Ax 二 二 {Cp 二 gq) 
= (CB)Ax + {CBNH + Cp 十 3)， 
由 于 短 阵 满足 结合 律 (CB)4= 一 CCBAD), (CBN=CCB0) ,所 以 仿 对 
变换 满足 结合 律 . 
存在 往 同 变换 由 单位 建 阵 工 和 党 矢 其 和 给 出 ,xz 一 一 产 十 0 和， 
这 是 群 中 的 单位 元 素 ， 
最 后 ,对 于 任意 仿 射 变 换 
上 一 上 一 .4x 十 1 
存在 道 变 换 
了 一 十 一 本 一刀 
此 即 该 仿 射 变换 的 逆 元 素 . 
所 以 ,全 体 仿 射 变换 满足 群 的 全 部 条 件 ， 


2. 4.3 仿 射 变换 群 的 子 群 


仿 射 变换 群 包 含 两 个 子 群 ， 
(i) 一 般 线性 群 GL,CF}( 相 当 于 常 和 拓 直 /1 民 为 0); 
x y= .Ax, 


(i) 平移 群 ( 相 当 十 总 是 取 单 位 和 矩阵 )， 
yx 十 4， 
与 之 对 应 的 逆 元 素 是 
了 一 工 盖 了 一 工 


2.5 正 交 群 


2. 5.1 正 交 变换 


定义 , 若 一 个 线性 变换 
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y= Arx, 
它 在 将 Y.CR) 中 的 x 挛 撞 为 y 后 有 
(yt) 二 六 十 下 十 六 二 十 十 二 (x,)， 

由 该 变换 称 为 V.(R) 中 的 正 交 变换 . 

注意 到 由 6Cy ,7 一 (xxz) 的 条 件 可 以 证 明 4 必 为 非 奇 异 廊 阵 . 
为 此 ,我 们 先 纤 进 转 置 算 阵 和 正 交 惩 阵 的 概念 ， 
2. 5.2 转 置 矩阵 

定 兴 ; 对 于 数 域 下 上 的 一 个 和 xx 矩阵 4 一 (ar 其 行 与 列 的 
元 素 互 换 后 所 得 ax 呈 矩阵 4T 一 ftas)( 即 (47T)2 一 中 一 au ， 称 为 
A4 的 转 置 矩阵 ,有 财 也 记 作 已 ， 

设 4 是 一 个 ## 阶 方 兽 ,车 4 一 4, 则 4 称 为 对 称 和 矩阵 : 若 A 

注意 到 《BCYT 一 CTBT, 可 以 证 明 如 下 ， 

[BCT 一 (BC = Dbace, 
[CTBT, = > (CHalB DN, = Djcnbp, 

左右 类 迎 对 应 御 阵 元 相等 ,得 证 . 
2.5.3 标 积 的 定义 

根据 转 置 矩阵 的 定义 ,对 于 列 矢 量 Y*, 其 转 置 为 行 和 关 量 , 即 


:- 上 tel 


于 是 , 按 和 矩阵 乘法 , 行 矢量 * 与 列 矢量 y 之 积 : 
册 ] 
xY。 了 一 [zx] | : | 一 TI 十 于: 十 TY, 一 iy 
J | 
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是 一 标 所 ,对 于 实数 域 及 而 言 , 这 种 运算 称 为 标 积 . 一 般 记 作 


{Xry). 
由 此 可 见 ， 
(XXI Ox :r= > 
2.5.4 正 交 和 矩阵 


定 交 : 若 实 数 域 R 上 的 zxz 证 阵 玉 与 其 转 置 矩阵 总 满足 下 
列 欠 件 : 
KR=1] 有 地 及 = R-), 


则 将 R 称 为 正 交 和 矩阵 . 
于 是 由 正 交 和 矩阵 所 和 代表 的 线性 变换 : 
y= Rr 
是 正 交 变换 ,因为 


(yr = py = IR. Rx xX: x = (rx). 
2.5.5 正 交 变换 保持 标 积 不 变 
任何 两 个 矢量 的 标 积 在 正 交 变换 下 保持 不 变 . 
证 ; 设 正 交 变换 FR 使 两 天 量 x sX" 灾 为 yy’ "ys 
Lr 一 和 六 一 一 Rr' ， = 人 一 Rx"; 


其 标 积 (x ;让 为 Cy s+") 和 由 于 


(y= yx Rx” x XO (CX), 
所 以 标 积 保持 不 变 ( 这 里 用 了 Rx' = 关外 和 吕 R 二 1 的 性 质 ). 证 毕 . 
2.5.6 等 价 关 系 


为 了 下 面 的 应 用 , 先 介 绍 等 价 关系 的 概念， 
定义 ; 集合 5S 中 元 素 的 序 对 (ay, 妇 有 二 元 美 系 a~&, 若 满足 下 
列 二 条 件 
1) 自 反 性 : 对 任意 a 有 a~a. 
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2) 对 称 性 : xz 一 * 列 肖 bp~a， 

3) 传递 性 :; 2 一 pe 草 池 aa 一 ci 
则 称 之 为 等 价 关 系 . 

例如 ,普通 上 用 “一 ” 相 联 系 的 是 等 价 关 系 , 而 用 >” 或 “ 拓 ” 相 
联系 的 则 不 是 ， 


2. 5. 7 正 交 群 


V, 《有 BR} 中 全 体 正 交 变换 (或 目 交 和 矩阵) 稳 成 一 个 群 , 称 为 正 交 
群 ,又 称 转动 反射 群 , 记 作 O.CR) 或 O04).O,tR) 中 所 有 行列 式 为 
十 1 的 正 交 短 阵 也 构成 群 , 称 为 特殊 正 交 群 ;又 称 转 动 群 , 记 作 
SO.( 有 R) 或 SO Cn). 

现在 用 (x,x) 一 (y,y) 是 等 价 关 系 来 证 明正 交 变 换 构 成 一 个 
群 . 

i)》 阁 妇 和 BB 代表 正 交 变换 , 则 

x FO—= Ary yy) OO—= (Xx), 
yz— By>(zr,r) = (yy); 
而 先后 两 次 正 交 变换 之 积 由 BA 代表 ,结果 是 
xX Oo CCBA) ET) = (XxX): 

后 者 是 根据 等 价 关 系 的 传递 性 得 到 的 . 所以, 正 交 变 换 之 积 仍 是 正 
交 变 换 ,满足 持 闭 性 条 件 . 

ii) 满足 结合 律 , 因 为 (CB})A 一 CCBA), 以 及 

Cf) Cp CFF) Cr) 
和 
(f(z) (TT) XT) 
都 导致 
ft) = (rx). 

iii)》 单位 元 素 是 恒 同 变换 xy? 一 1z 一 x, 耐 根据 等 价 关 系 的 自 
反 性 有 (xzr) 一 (rz)， 

iv) 逆 元 素 就 是 道 变 换 ?< 一 4 -57 因为 A 是 正 交 和 撼 阵 , 故 
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44 一 1, 即 4 :一 过 存在 ,同时 由 于 等 价 关 系 的 对 称 性 ， 
《yy Tx =), 
所 以 递 变 换 存 在 , 它 也 是 正 交 变换 . 
这 样 就 证 明了 ,全体 正 交 恋 换 构成 正 交 群 . 它 是 一 般 线 性 群 中 
满足 正 效 条件 的 一 个 子 群 


2.5.8 刚体 运动 的 Euclid 群 


对 于 仿 射 群 Aff, (CR)， 
站 一 Ar 十 于 
知 将 变换 和 窍 阵 4 限制 为 正 交 和 矩阵, 这样 构成 的 子 群 称 为 刚体 运动 
的 Euclid 群 ECR)， 
Euclid 群 包含 正 朗 群 作 为 其 子 群 . 
对 二 3 的 情况 ,有 Eucjid 几何 学 的 基础 ,后 者 研究 在 正 交 蛮 
换 OtR) 下 为 不 变 的 全 部 性 质 . 


注 : 这 里 所 说 的 刚体 指 的 是 任意 两 点 之 间 约 距离 是 不 变 基 ， 
因为 对 距离 的 平方 有 
Cy yy y= CAx' 一 tn 一 xz 
= (XC XA ACY' — x") 
= (x — x (x 一 2 


= (x Xk 一， 
另外 ,Euelid 几何 党 中 定义 矢志 x 之 长 度 为 
lx | = v(x ,x ), 
定义 两 个 非 零 矢 其 和 ,x* 之 问 的 夹 角 为 
由 一 re cos ED) ， 


而 两 点 x' ,x 之 同 的 距离 为 
d= VR NN CO XY, 
这 是 普通 三 维 空间 的 解析 几何 学 中 相当 概念 的 自然 推广 . 
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2.6 么 正 群 


2.5.1 么 正 变 挽 


定义 ; 对 于 复数 域 C 上 的 一 个 非 奇 异 w 阶 方 阵 4 二 {aa ,如 
末 在 将 夫 量 空间 VCC) 中 的 矢量 + 变换 为 矢量 y， 
TX- y= Ax 
时 ,能 使 (用 * 表示 复 共 纯 ) 
y= 
一 wl 十 十 Xr x 


保持 不 变 , 则 该 变换 称 为 么 正 变 换 . 
2.6.32 Hermite 矩阵 


定义 : 对 于 复数 域 C 上 的 一 个 加 xm 和 矩 阵 4 一 (ax) ,其 行 与 
列 的 元 素 互 换 并 取 复 共 红 (将 i 变 为 一 让 后 所 得 (n Xm}) 和 矩阵 4+ 一 
{fap}《 即 CA 一 Qi 一 ob, 这 里 at 二 A" ,* 表示 复 共 轿 ,一 表示 转 
置 , 上 标 + 表示 Hermite 共 因 ( 复 共 因 转 置 )} 称 为 4 的 Hermite 
共 轿 矩阵, 义 称 复 共 轿 转 置 矩 阵 , 

对 于 阶 方 阵 4, 若 满足 条 件 A+ 二 A, 则 称 为 Hermite 矩阵 . 

对 于 Hermite 共 堪 矩阵 ,同样 可 以 证 明 

(BOY)t = C+ B+. 


2.6.3 么 正 和 矩阵 


定 闵 ; 若 复 数 域 CC 上 的 nxn 和 矩阵 辟 与 其 Hermite 共 红 知 阵 
zf 满足 下 列 条 件 
UrU=1 即 Ut-U, 
则 将 上 称 为 女 正 矩阵 . 
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于 是 ,由 勾 正 矩阵 灵 所 代表 的 线性 变换 
了 一世 
是 双 正 变换 ,因为 


《yy) 一 To 了 一 了 TY 一 + 一 (rr)， 
2.6.4 么 正 变换 保持 标 积 不 变 


对 于 复数 域 C 上 的 列 矢 量 *, 其 Hermite 共 斩 矢 量 x' = 二 x 

二 x ' 为 行 和 拓 量 
xt= xX’ = [x ,x 
相应 地 , 标 积 的 定义 修正 为 
(TF ro 
由 此 可 见 , 乏 正 变换 保持 标 积 不 亚 , 因 为 
(xp = x y=r Ut Uy = (UD (Uy) = (Ux,Uy). 
田 一 方面 ， 


(XX OS 
一 之 xz 
为 一 实数 . 
2.6.5 女 正 群 


VC) 中 全 体 么 正 变 换 ( 或 勾 正 矩阵 ?构成 一 个 群 , 称 为 委 正 
群 , 记 作 UCC) 或 U0),U,CC) 中 所 有 行列 式 为 十 1 的 多 正 矩阵 也 
构成 群 , 称 为 特殊 么 正 群 , 记 作 SU, (CC) 或 SU(n). 

么 正 群 U,(C) 是 一 般 线 性 群 GL <C) 的 子 群 . 

以 上 结果 可 利用 (x ,x) 一 (y,y) 是 一 个 等 价 关 系 , 与 2.5.7 节 
完全 类 侯 地 予以 证 明 , 这 里 从 格 ， 
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2.7 置 摘 阁 


2.7.1 置换 的 定义 
定 必 ,对 于 变换 
x y= Pr; 
车 其 结果 加 ,oo 只 不 过 是 x ,zo，… ,zx 的 一 种 新 排列 ,而 其 
次 序 可 能 与 原 次 序 不 同 ,这 种 变换 称 为 ” 元 置换 . 
或 者 说 ,n 元 置换 是 wn 元 集合 到 其 自身 的 一 个 一 一 映射 . 


2.7.2 置换 矩阵 


元 为 1( 其 余 均 为 0) ,总 共 出 现 = 个 1; 这 样 的 矩阵 称 为 置换 和 矩阵， 


例如 ;: 
J1 1 十 3 
天 
3 0 3 2 


显然 ,置换 矩阵 是 正 交 和 窍 阵 ,证 明 如 下 ， 
若 和 置换 矩阵 为 P= {p;,} , 则 有 
(PP), = Spurps 一 02 pn)’ 一 人 ii 
因为 法 行 中 只 可 能 在 一 列 处 不 为 零 ,故而 有 加 区 一 人 (po 他) 一 
1 一 疙 或 00 天 门 是 Kronecker 符号 . 又 因为 z 列 中 必然 会 在 某 一 
行 处 为 ] 而 其 余 处 为 零 , 故 有 之 (pe 和 一 1 所 以 
EP 一 1 ， 


0 1 
0 
0 


0 
0 
] 


即 P 是 正 交 和 矩阵. 
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2.7.3 ”对称 群 的 定 艾 


C1) VCR) 中 的 全 体 蔷 换 构成 正 交 群 OCR) 的 一 个 子 群 , 称 为 
对 称 变换 群 , 记 作 5S,(R). 

证 : 因为 相继 两 次 置换 ( 飞 法 ) 的 结果 仍 是 x1,… ,x 的 一 种 
排列 ,显然 代表 一 种 置换 的 结果 ( 群 中 元 素 ), 这 是 封闭 性 . 由 十 图 
换算 阵 的 运算 满足 结合 律 , 有 单位 矩阵 了 和 逆 知 阵 天 -一 所 ,满足 
群 定 义 的 后 三 个 条 件 . 所 以 ,全 性 置换 构成 群 . 

全 于 S,<R) 是 0, RD) 的 子 套 则 责 置 换算 阵 丹 于 正 交 沁 阵 而 得 
证 . 

(2) 特别 是 ,对 于 任意 ”个 文字 1,2,… 关 的 全 体 置换 构成 一 
个 群 , 称 为 = 个 文字 的 对 称 群 SS。 与 $S,(R) 同 构 . 

证 : 元 集合 zzra， Tn 与 元 集合 1,2, 之 加 可 建 妆 
一 一 对 应 关系 : 

1 ， 2， 0， Pen 


十 是 ,显然 1 个 文字 1,2,… nn 的 全 体 品 换 构成 群 ， 并 且 有 


I l 1 1 
"ie oe 
上 对 上 nn 

六 |) ] 
erie 
下 Ei 


即 两 群 元 素 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,所 以 它们 是 同 格 的 . 


(3) 对 称 群 是 有 限 群 ,其 阶 为 n1 
证 : = 元 置换 总 共有 xn! 个 ,这 可 由 和 置换 算 阵 的 构成 予以 证 明 ， 
因为 
第 1 行 的 1 可 于 = 列 中 选 定 任 一 处 ， 
第 2 行 的 1 可 于 其 余 n 1 列 中 选 定 任 一 处 ， 
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第 ; 和 的 1 可 于 其 全 -1 列 中 天 人- 处 ， 


第 nn 一 1 行 的 1 可 于 其 余 2 列 中 选 定 一 处 ， 

第 x 行 的 1 只 剩 下 1 种 可 能 ; 
即 共有 nn 一 rn 一 i 十 1) 司 2。，1 一 n1 个 不 同 的 置换 矩阵 ,也 就 
是 说 ,总 共有 ml 个 不 同 的 置换 结果. 所 以 ,n 个 文字 的 对 称 群 的 元 
素 总 共 只 有 nn1 个 ; 故 对 称 群 为 有 限 群 ,而 群 元 素 总 数 "1 为 其 阶 ， 


2.7.4 置换 .轮换 与 对 换 


1》 置换 的 记号 
首先 引进 置换 的 记号 .个 文字 的 集合 
I = {1,2,*,n}, 
经 党 换 后 , 若 ] 一 pi1,2 一 ps ,nn 一 pr; 则 记 为 
1 2 +- a 
1 2 … np pp " pp 或 py pe pl 
这 里 1 2 … ?为 按 自然 序 或 标准 序 的 排列 ,而 置换 后 的 结果 
PP ps … 二 为 不 同 的 有 序 排列 : 若 只 强调 结果 ,还 斌 简单 记 为 
pi Pz ~** pp,. 
(2) 轮换 他 
集合 1 一 1 们 ,29} 的 一 个 转换 7, 它 将 集合 中 的 元 素 序列 
asaar3ear(1<r<sa) 御 环 地 子 以 置换 ,使 
Fa) = ast az) = qe Va) = a7 la} = a 
而 二 中 的 其 余数 保持 不 变 , 这 样 的 署 换 称 为 > 元 轮换 , 记 作 ， 
# 一 【只 ro 好) ， 


显然 ,同样 可 以 记 作 ，; 


人 套 考 ; N., Jacobson, Basic Algebra I, Freeman and Company: San Francisco, 
1974, pp. 48~50. 
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Y 一 《aaa = aaa) = = ArAd dA). 
而 且 ,置换 7 会 使 
A ds Oa ss dr ds 
以 及 ,一 般 地 ,对 1 所 kr， 
fa 一 ai 车; 十 有 过 m 
Ya) 二 pv 若 i 十 此 半 7. 
这 显然 表明 =1 而 若 1 所 k<r; 则 X 关 1. 人 因此 ,7 是 x 阶 . 
两 个 轮 欣 > 和 , 若 它们 所 施 作 用 序列 无 公共 元 素 , 则 称 为 不 
相交 的 . 可 以 看 出 ,两 个 不 相交 回 换 可 交换 , 即 YY' 一 六 7 
设置 换 ec 是 若干 不 相交 轮换 之 积 : 
$= aaa bpd ) (CC2 0), 
若 mm 是 r,s,…3t 的 最 小 公 倍 数 , 则 容易 证 明 = 的 阶 是 着 . 
若 令 记号 (六 表示 jj 并 称 为 “1 元 轮换 ”, 则 有 置换 的 下 述 轮 
换 表 示 法 . 
(3) 置换 的 轮换 表示 法 
定理 : 任 一 置换 开 表 示 为 不 相交 轮换 之 积 . 
例如 : 
] 2 3 4 5 6 7 8 
3 6 5 4 8 2 7 1 
= {1 35 SC2 860004)?7). 
一 般 地 ,对 于 任 一 ao 可 从 一 11,2,… ,mn} 中 桂 一 数字 (比如 
ai) 开始 ,并 梅 成 ota1) 一 arya(as) 二 a3" ;直到 ala) 一 a1; 这 样 得 
到 一 个 > 元 轮换 (alyas, ya) 若 rca 在 其 余数 字 中 选 一 疡 ,类 
似 地 得 到 一 个 s 元 轮换 (6;,… ,bp). 再 在 剩余 数字 中 选择 并 继续 下 
去 ,直到 穷 举 完 集合 I 中 的 数字 为 止 , 这 样 就 将 置换 o 分解 为 不 
相交 轮换 之 积 ， 


站 一 C1 i "ar) CH se) 有 se)s 


了 ”参考 前 引 NM. Jaccbson 的 书 . 
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并 且 容 易 证 明 , 这 种 分 解 是 惟一 的 . 当然 ,应 注意 到 在 此 分 解 中 不 
同 轮换 之 间 次 序 可 交换 ,而 且 对 于 平凡 的 “1 元 轮换 ?可 以 将 之 所 
会 在 内 ,也 可 于 以 省 略 . 这 种 分 解 称 为 重 换 的 轮换 表示 法 . 

《4) 对 搞 ”对 于 5, 中 的 一 个 置 柳 t+, 即 rE€ 5,; 存 在 一 个 整数 : 
使 得 1 所 i 过 nn 一 1 和 

fT0) 一 ?十 1 十 1) 二 让 以 及 rlk) 一 下 ( 若 下 天 这 十 1)， 

则 此 置换 称 为 对 换 , 并 记 作 六 或 全 十 1). 

对 于 更 一 般 的 对 换 rfrES) 可 定 忱 为: 车 存在 一 对 整数 上, 
使 得 1 所 过 2 所 nt 和 

rtt 一 i 或 [RTR)Y ==, rk; 

则 称 为 在 {之 同 的 对 换 , 记 作 ( 由. 


2.7.5 对 称 群 有 关 定 理 


下 面 介 绍 几 个 与 对 称 群 有 关 的 定理 ， 

(1) 重 排 定理 

定理 ; 对 称 群 $, 中 所 有 元 素 ( 总 共 n! 个 元 素 ) 乘 以 群 中 任 一 
特定 元 素 所 得 之 积 重 现 原 对 称 群 中 所 有 :元素 . 

证 ; 设 ooyoiES。, 则 用 ao 乘 mo 后 ,上 必 有 

(1) opg, 和 aoc, 人 为 吧 中 元 素 ， 

(ii) gpo 0p;y EE oo 
(i) 是 由 十 群 苑 素 的 封闭 性 . 至 于 (ii》 ,如 果 不 然 ,假定 它们 变 为 $， 
中 的 同一 元 素 : 


To 一 GpGi， 
则 再 用 o。 对 同一 元 素 作用 的 结果 (由 消去 律 ) 会 得 出 
好 一 本 


与 原 条 件 a 关 o, 政 盾 , 因 而 oz 一 ssoi 这 一 假定 是 错误 的 ,所 以 

(ii 的 结论 是 正确 的 . 由 此 可 见 , 用 任 一 6 乘 以 $ 中 总 共 ”! 个 不 

同 元 素 ( 包 括 mx) 会 得 5, 中 的 全 部 n! 个 不 司 元 素 , 即 重 现 原 对 称 
2 


应 该 注意 到 ,以 上 结果 对 一 切 有 限 群 均 适 用 , 称 为 重 排 定 理 . 
《2) 对 称 群 中 元 率 均 可 下 对 换 生 成 呈 
定理 : 对 称 群 $. 中 全 部 群 元 素 均 可 由 其 中 所 含 对 换 予 以 生 


可 采用 妇 纳 法 证 明 任 一 置换 s€ 5S, 是 若干 对 换 之 积 . 
2 一 1 时 只 有 1 个 元 素 1 和 = 一 2 时 有 2 个 元 素 12 和 21 ,定理 
显然 成 立 . 若 定 理 对 $。; 成 立 ,要 证 明 对 5 也 成 立 . 
考 虚 尾 一 oS, 并 令 ocn) 二?, 妈 元素 o 中 第 n 个 文字 为 志 车 
rz 表示 7 和 j 十 1 对 换 , 则 显然 下 列 置 换 ( 共 含 mn 一 i 个 t+ 因子); 
=r moreg 
满足 jutn)= 二 n, 由 于 rz !==+, 于 是 有 
d= le oT HT 
因此 ,为 了 证 明 ec 是 对 换 之 积 , 只 要 证 明 jy 是 对 撞 之 积 就 可 以 了 . 
但 因 Aka =nyg 对 工 的 1,2,…,n 一 1 进行 置换 ; 换 条 话说 ,ex 妇 
绪 为 "作用 十 I._1: 上 的 一 个 疙 换 jr ES._1. 根据 归纳 假设 ,yp' 可 写成 
A 二 1 让 昌 昌 丰 。 lo 
其 中 名 ，… ,wv 是 群 $_ :中 的 对 换 . 车 定义 
zz) 对 TE {1,2,. nC 1}, 
ni, 对 工 = 二 x 
由 于 gz 和 yg 在 集合 1 上 一 致 且 jln) 一 nn, 显 然 有 


A 


中 民 》 一 


* 


但 因 vi 是 ,1 上 的 对 换 | 最 所 ;是 I 上 的 对 换 . 因此 ,yp 是 对 称 群 
5. 中 对 换 之 积 , 所 以 = 也 是 如 此 . 证 毕 ， 

《3》 对称 群 中 奇偶 置换 各 半 

首先 定义 置换 的 奇偶 性 . 

定义 : 一 个 置换 表示 成 对 换 之 积 时 , 若 对 换个 数 为 奇数 , 称 为 


中 参考 ; R. Godement，Cowrs agegre，Hermanmn，Paris，1963.《 英 译本 . 
1969, p. 130- 3) 
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奇 置 换 ;车 对 换个 数 为 偶数 , 称 为 偶 置 换 . 
可 以 证 表 ,对 称 群 中 奇偶 置换 各 占 一 半 , 即 有 下 述 定 理 . 


定理 ; 对 称 群 5, 的 全 部 n! 个 置换 中 ,有 -> m!1 个 是 侦 置换 和 
这 看 个 是 奇 置换 . 


证 : 用 归 谍 法 证 明 ., 如 果 定 理 不 真 ,假定 偶 和 置换 数 N; 与 奇 置 
换 数 Ai 不 等 : Ns 关 和 Ni. 用 一 个 对 换 式 二 Gi 十 1) 必 5 中 全 部 元 
素 后 ;由 (1) 知 仍 得 原 对 称 群 ,但 由 定义 知 现在 侦 置 换 数 变 为 N， 
而 奇 置换 数 变 为 N,( 因 为 对 换个 数 增 加 1 使 偶 变 奇 和 奇 变 偶 ) , 产 


生 了 矛盾 . 假定 N? 天 Ni 为 雇 , 基 应 有 N, 一 N, 一 之 n1, 定 理 得 证 . 


2.7.6 置换 群 


对 称 群 5, 的 子 群 通称 置换 群 . 
《1) 变 错 群 
全 恒 偶 置换 构成 $. 的 一 个 子 群 , 称 为 交错 群 , 记 作 A,; 其 阶 为 
i,) 
zn. 
这 是 因为 两 个 偶 置 换 之 积 为 偶 置 换 , 便 同 置换 为 偶 置 换 , 偶 置 
换 之 逆 为 偶 置 换 , 故 均 为 群 中 元 素 ; 而 侦 置换 总 数 为 1 
注 : 全 体 奇 置换 不 能 构成 群 , 因 为 两 个 奇 置换 之 积 为 价 置 换 ， 
恒 同 置换 为 偶 置 换 , 均 非 集合 中 元 素 . 
《2) 循环 群 
车 局 中 有 一 元 素 a 使 (a)==G, 这 里 用 ta} 表示 所 有 oa” 的 集合 
Cm 为 整数 ), 则 G 称 为 循环 群 ; 若 有 最 小 正 整 数 + 使 ==1(1 为 单 
位 元 素 ), 则 称 为 r 阶 循环 群 .a 称 为 如 的 生成 元 . 因此 ,循环 群 是 
其 有 单个 生成 元 的 群 ,所 有 循环 群 都 是 Abel 群 . 
以 上 是 其 抽象 定义 , 因为 ra 二 a"t! 也 是 ta} 中 元 素 ; 而 局 
二 11Cam) 一 (a "二 a " 亦 均 为 a) 中 元 素 , 另 外 ,结合 律 成 立 也 
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是 很 明显 的 :所 以 人 ay 的 确 构成 群 ,而 且 由 于 迪 。 af 一 a ，a", 故 为 
上 bel 群 . 
具体 地 说 ;对称 群 S, 中 有 许 寺 这 样 的 循环 群 , 它 们 都 是 有 限 
群 . 例如 ， 
由 > 元 轮换 
y ~ (12 … 7) 
作为 生成 元 构成 的 集合 
(Fy 一 人 
构成 一 循环 群 ,其 阶 为 ~. 
由 2.7.4(K3) 节 中 给 出 的 置换 
o 一 《ct (ee 
作为 生成 元 构成 的 集合 
0) = {lo 0 1} 
构成 一 循环 群 , 其 阶 为 和 ,这 里 六 是 rs 的 最 小 公 倍 数 . 
以 及 诸如 此 类 等 等 . 


2.8 群 同 构 的 具体 例子 


1) 3 次 对 称 群 $， 
3 个 文字 1,2,3 的 对 称 群 5;, 其 阶 为 31 ,总共 包括 6 个 元 素 ， 
它们 其 


与 $s 同 构 的 有 ， 

3 次 对 称 变换 群 S,(R), 见 表 2, 3 中 前 两 行 . 

3 边 的 二 面体 群 D;, 见 表 2. 3 中 后 两 行 . 

关于 对 称 群 8; 中 元 隶 的 各 种 记号 和 分 解 情 况 ,以 及 与 同 构 群 
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的 对 比 , 均 见 表 2. 3. 
天 于 二 面体 群 D; 与 对 称 群 8 的 乘法 表 , 分 别 见 表 2.4 与 表 
2. 5. 


表 2 4 D; 群 苹 法 表 


e RI RK Ka RB Rc 

E € 二 RR RA Rp Re 

R: 只。 中 Rl Rc Ra Kp 

RI Rl RK 所 RE Rc Ka 

Ra a Rc Rn € R: eI 

RR RE Ra Rc Rl e Rs 
Re Rc Re RR Re RR E 


表 2. 5 5s 群 乘法 表 


1 《321) (123) | (C23) (13) (12) 

1 1 (321) (123) | 《23) (13) (12) 

(123) | (123) 1 (321) | 《12) (23) (13) 

《321) | (C321) (123) 1 《13) (12) (23) 

C23) 《23) (12) (13) 1 (123) (321) 

(13) 《13) (23) (2) (321) 1 (123) 
(12) C12) (13) (23》 (123) (321) 1 


顺便 提 一 下 ,S$: (和 Das) 是 具有 两 个 生成 元 ear 和 定 兴 关系 

Rl(alvas) 一 e 的 有 限 生 成 群 ; 
他 一 {avas [Raas) 一 上 
例如 ,对 5S; 可 娶 ai 一 (321),az 一 (23);5 对 Di 可 取 届 一 RR,as 二 5S; 而 
定义 关系 则 可 写成 
Ga 一 az 一 《aitda)2 一 6。 
《2) 3 阶 循环 群 
3 阶 循环 群 的 生成 元 可 取 as= (321), 则 
《ay 一 (1 (321) 04321777 = (1 (321),(123)}, 
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3 个 群 元 素 1,(321),(123) 正 好 是 8S, 中 的 3 个 偶 慎 换 ,所 以 在 (nm 
一 3) 这 个 特例 下 它 同 时 是 交 钳 群 A;, 是 S: 的 子 群 ， 

与 3 阶 循环 群 同 构 的 有 : 

3 边 二 面体 群 D, 的 子 群 , 绕 对 称心 的 转动 群 , 包 括 3 个 元 素 
ce) 及 ,玉生 或 元 可 取 员 ,， 

( 复 )3 次 单位 根 的 群 CC(3), 它 由 1 的 3 个 立方 根 1,w, oz 


[w=e= 二 1+ 了) | 构成 ,生成 元 可 取 ww. 


它们 的 乘法 表 见 表 2. 6. 还 可 注意 到 ,前 两 表 与 民 1} 小节 中 相 
应 表 完 全 一 致 . 


囊 2.6 群生 法 家 
1.3 阶 循环 群 


1 《321> (123) 


3. 蕊 3) 和 群 


48 


只 要 注意 到 它们 的 元 素 之 间 的 下 列 一 一 对 应 关系 ， 


循环 群 D; 的 子 群 Ct3) 群 
aa 1 < 此 < 1 
I; 《321 1 二 RI < 
or {123) ——» RFR; = a 


以 及 相应 的 乘法 表 , 立 即 得 出 它们 是 同 构 的 . 它们 都 可 记 作 


C3= {ala =e}. 
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第 3 章 行 列 式 


3. 4 行列 式 的 定义 
首先 给 出 熟知 的 2 阶 和 3 阶 行 列 式 的 例子 ， 


Hl ls 
HA 1 
Ral 2 
A is ls 


da dd Hzi| 一 dR 十 Hlatosdat 十 E13 


Ha] gs A 
3 Hl3d22031 — HH23G 2 
这 里 将 进一步 介绍 行列 式 的 定义 性质. 运算 及 应用 方面 的 有 
关内 容 . 首先 给 出 行列 式 的 定义 . 


定义 ; n 阶 和 矩阵 
全 一 ta = | …- | 
ol 
的 行列 式 记 作 十 列 形 式 之 一 ， 
a 
detA = |A| = |a| = : | ， 
nl an 


它 由 十 面 的 展开 式 
1 2 … a 


A| 一 
| | ,得 。 二 | Pr 2 pp, 
对 以 定义 ,这 里 | 。 。 “” ”| 是 作用 于 后 而 列 标的 置换 ,其 前 
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be bd 


的 土 号 代表 该 置换 的 奇偶 性 : 

1 号 sea ”| 
Pi Pr 1 Fp 
而 求 和 号 他 (是 对 全 体 #1 个 可 能 的 置换 求 和 ,或 者 简单 直接 地 写 


Sgn 


1+ 站 偶 
一 | 对 集 置换 ， 


1 2 
成 下 列 定义 式 | 这 里 土 一 sgn |， 
pi pa 7 站 
141 = 祖 , 士 lp aps np (I) 


现在 将 行列 式 中 每 一 项 gs,az。。…aw, 的 因子 按 ppa…p, 的 自 
然 序 重新 排列 ,其 结果 比如 说 是 xsias av , 这 就 是 说 ， 


| 2 "|- 1 8 ?| 
Pi ™ pp, i 2 J Hn 
为 同一 置换 ,于 是 ,行列 式 同 样 可 定 多 为 
Hd! dz 并 = 

杞 | 一 A ns 

| ,+ 1 2 | 和 
这 里 | 后 有 | 现在 是 作用 于 后 面 行 标 上 的 置换 ,也 可 简 
单 直接 地 写成 下 列 等 价 定义 式 [这 里 士 一 sgn 1 > 和 

141 = D+ dnag2 "ayn. (I) 


由 于 以 上 情况 ,CI ) 和 和 (1) 是 行列 式 的 等 价 定义 ,可 用 更 简洁 
记号 来 表述 ， 
[A| = Dj CC— YFP[Lanasam], 
这 星 P( 最 后 一 个 ) 表 示 作 用 于 后 面 列 标 ( 或 行 标 ) 的 一 个 置换 ， 
一) 二 sgnP( 对 偶 置 换 为 “十 * 而 对 奇 兽 换 为 “一 ”), >》， 则 是 对 全 


体 n1 个 可 能 的 置换 求 和 . 
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3.2 行列 式 的 主要 性 质 


行列 式 上 共有 以 下 几 个 主要 性 质 
(1) 矩阵 4 与 转 置 答 阵 二 ,其 行列 式 相等 . 
证 : 令 和 A 二 {las} ,和 A 二 BB 二 (bs} ;有 Bb 二 4x; 根 据 行 询 式 的 等 效 
定 半 CID 和 CE )， 
A S452enby, 
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一 之 十 lp 2p" Anp, |4|. 
这 里 还 用 了 
sgn 1 2 "|= sgn Pp PP: Pp ， 
P11 PP " Pp 1 2 nt 
因为 置换 与 逆 置 换 具 有 相同 的 奇偶 性 ， 


(2) 寿 和 二 {awy} 和 和 B= {a Atr ers 列 ) : 则 其 行列 式 仅 相 
差 符 导 , 妈 |18B|1= 一 14|; 对 于 B=A(r 行 ws 行 ) 的 情 沉 亦 有 相同 
结果 ， 

证 ; 邻 A 二 (a ya) 

B= (CBD ,0 ,BO ,0 bs hy 
其 中 5 二 a ,69 二 a 中 ,b= 二 gC 关 r,t 了 闫 5), 于 是 


[IB| = > sgn 


过 1 哩 业 自 时 CE 
1 


1 or 加 i 
一 之 /sgn ] 。 01 
由 于 
[” dr [| I” 9 
1 es 六 。 by 六 1" sr "tn 1 - 于 EY pa 
1 ”人 如- Yr 
一 《好 | ， 
1 3 


52 


而 对 于 对 换 有 sgn(kq:g-) 一 sgngsr) 一 一 , 即 
1 LE rr 肝 虽 唱 全 :> [ 全 mn 1 出 申 中 3 嘿 旱 曙 Fr 午 曙 时 本。 


sgn 一 sgn : 
ry 5 天 rT rs 
以 及 
Qo ddr da — gor ga en 
所 以 ， 
一 一 |4|， 
证 毕 . 


对 于 瑟 =4tr 行 **s 行 ) 的 情况 ,可 以 类 似 地 如 以 证 明 . 

《3) 若 宪 阵 4 有 (rs 二 列 ( 或 二 行 ) 相 同 , 则 其 行列 式 为 零 ， 
即 |4| 三 0. 

证 ; 令 B 一 Atrers), 则 由 性 质 (2) 有 


[IB| =— 141. 
有 由 前 提 和 条件 4frey) 一 4 有 
| 五 | = 141， 


所 以 结果 是 |4j 王 0. 
对) 若 有 A 二 [a pi "| 种 B=[P' ;De ;6b"], 且 有 
政司 一 ago ,而 b= gt 所 有 5 = r), 
则 
|B| = AlAl. 
证 : 显然 有 
|B|= 之 , 土 Ba" ber"bg 
一 > , 土 Gg Ags r) aes 
二 > ,十 CP Go re er na 一 入 | 冯 |. 
注 : 癌 B= 二 44, 则 有 |B| 一 | 有 41. 
(5) 着 矩阵 4 中 二 列 5 或 二 行 ) 元 素 成 比例 , 则 其 行列 式 之 值 
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为 零 ， 
证 : 提出 比例 常 教 [ 性 质 (474 后 二 列 ( 或 二 行 ) 相 同 , 故 行 列 式 
为 零 { 性 质 (3)] ,得 证 . 
{ 看 ) 若 A 二 [a vayo” |],B=[b ,bb "和 C= ,ee", 
”具有 
ee) 一 ph 一 a ut 所 有 f 天 x”), 儿 et 一 a 十 路 
则 ICl=1A1 十 181. 
证 : | 人 IC 一 > ) 士 ageCasr 十 色 ) a 
= 2) 土 ao as ant Dt ber bn 
一 |4| 十 | 召 |. 
注 : 对 于 行 矢量 的 情况 有 类 似 结 果 . 
(7) 车 4 一 [四 ya sa" 和 如 二 [8 8",…:,b"] 具 有 
50 一 60 所 有 关门 而 3 一 ao 十 > ha， 
rr 


则 其 行列 式 相 等 ， 


证 : 显然 有 
| 召 | 一 > ， 士 as aas + > as "rn 
sr 
一 141 十 之 Co = 141， 
Fr 


国 为 这 里 C?=[a',… ya" 一 a 中 到 与 5 列 相 同 , 从 而 
有 |1C” | 一 0, 得 证 ， 

注 ; 对 于 行 拓 量 的 情况 有 类 似 结 果 . 

《8) 若 4 一 [Ge ] 宙 有 0 是 线性 相关 的 , 则 
其 行列 式 为 零 . 

证 ; 车 a ,a","… ,a 线性 相关 , 则 根据 定义 必 有 一 个 舌 量 ( 比 
如 说 )e” 可 表达 为 其 余 矢 量 之 线性 组 人 台 , 即 


一 > ac ， 
fr 


于 是 由 性 上 质 (7) 可 知 
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141 = SAlC™®| = 0. 


EE 


3.3 行列 式 的 展开 


3.3.1 子 行列 式 


设 有 = 踢 行 列 式 A 二 {a;} ;和 下列 两 个 任意 排列 ; 
1 2 sa |! Do 
ry re Pr 31 3 
可 以 给 出 下 面 关于 行列 式 的 子 式 ,主子 式 ,余子 式 以 及 代数 余子 式 
诸 概念 的 定义 . 
定 兴 1: 从 = 阶 行 列 式 (ar 一 1 中 相互 无 天 地 荐 
去 性 何 # 一 mr 行 ( 比 如 rj 达 一 过 rs 诸 打 7 和 任何 半 一 和 列 ( 比 如 
s+ 于 列 ) (1 夸 m 寺 nn); 则 留 下 的 rm? 个 元 素 (Casi 二 记 ni )…， 
fm 二 549 下 sm) 所 构成 的 mx 阶 行列 式 , 称 为 原 行 列 式 的 mx 阶 子 
式 , 记 作 Mr。 


定义 2: 若 从 二 阶 行列 式 中 删 去 任何 = 一 mm 行 (比如 HT< 
二 rs 诸 行 ) 和 对 应 的 # 一 mm 列 ( 同 为 rai 过 之 rs 的 诸 列 ) (mm<n)， 
则 留 下 的 sn? 个 元 素 (Cai yi,j 一 7 ;所 构成 的 mz 阶 行列 式 , 称 
为 原 行列 式 的 m 阶 主子 式 , 记 作 M,…. 


be 


4 Wael | -= | 一 一 上 -一 一 个 m 阶 子 式 ,其 


ml 《一 7 


中 有 | ”| = 个 是 站 阶 主 子 式 . 


ml a Hi) 


定义 3: 如 果 一斑 阶 子 式 中 所 保留 的 行 和 列 人 (ai 一 rri， 
St" ;$s) 正好 是 获得 ?97 阶 子 式 (ajy=n a 
sw) 时 从 阶 行列 式 Clas| ,i,j 一 1,… ,2) 中 所 删 去 的 那些 行 和 
列 , 则 称 它 们 互 为 余子 式 , 分 别 记 作 几 和 Mr. 
55 


如 下 左 图 中 交叉 点 上 元 素 所 成 行列 式 与 非 线 上 元 素 所 成 行列 
式 即 互 为 余子 式 . [注意 到 ,主子 式 的 余子 式 也 是 主子 式 , ] 


定义 4; 设 # 阶 行 询 式 的 一 个 mm 阶 子 式 为 好 (ea 一 ri 
rm SL Sm) -i 的 余子 式 为 Me [as 9 一 六 md 昌 fs 一 Sr 


Mr 称 为 开 的 代数 余子 式 , 记 作 az 或 到. 


[注意 到 ,这 里 上 标 S (r,s,) 等 于 M 的 所 有 对 角 元 下 标 之 和 . 所 


以 ,对 于 主子 式 , 其 余子 式 亦 为 其 代数 余子 式 . ] 

特别 是 ,相对 于 at1 阶 子 式 ) 的 余子 式 是 从 |aii| 中 删 去 7+ 行 
和 s 询 后 所 得 行列 式 ( 如 上 右 图 ), 而 再 莱 以 (一 )" 后 则 得 其 代数 
余子 式 , 后 者 通常 记 作 4 


例如 ,5 阶 行列 式 det4 一 |ay16ij 一 1,…,5), 它 有 | 2] 一 100 
个 2 阶 子 式 ,其 中 有 10 个 是 主子 式 ,比如 


1! 


Mf 一 


a1 


A ly ls5 


3 阶 子 式 也 是 100 个 ,主子 式 也 是 10 个 ,比如 


rg 王 中 


Mas 一 


由 


sg U5 
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3 413.5 一 
入 33 六 32 村 35 
a5 你 21 3 
他 45 | 。 Ja 一 | Hs 
ss Us sy 


;等 等 ; 


还 有 | ”| 一 25 个 4 阶 子 式 ,其 中 有 5 个 是 主子 式 ,比如 ， 
Mn 用 txs,12M4t 等 等 ， 
可 以 看 出 ;其 中 Mis Mass Mias 等 是 主子 式 ; Mi 与 Mau， 
Mss 与 Mawsiin 等 分 别 互 为 余子 式 , 即 Ms 一 Mi， + M245 .13 = Ms,25. 
另外 ,M1 的 代数 余子 式 即 为 Wi ,而 M13,2s 的 代数 余子 式 是 
M's as = Misss = C—O TO Ms =— Maa! 


而 azs 的 代数 余 于 式 是 


Azs = CC— YTD NM ys 一 一 As。 
3. 3. 2 行列 式 按 行 (或 列 ) 展 开 
定理 设 4 二 {a} 为 n 阶 矩阵 , 则 
detAA 一 pn tr nn), 
或 类 似 地 ， 业 
detA ~ DhanA, (1 Cs), 
其 中 4 是 a 的 代数 余子 式 。 
证 明 首先 注意 到 行列 式 的 定义 1 ， 


] n 
detA4 Ssen| pp 
其 中 每 项 均 含 一 个 r+ 行 元 素 . 因此 ,将 所 有 会 a 的 项 集合 在 一 起 并 
暂 记 为 a.,4,; 若 能 证 明 对 一 切 r,s 均 及 ,二 A4,, 则 定理 即 得 证 . 

从 证 明 4 一 4 开始 ， 从 定 习 式 可 见 y 


。 1 2 ww 担 
iA = a sn| 
入 巴 1 ps: wii pp 


其 中 5 为 对 一 切 可 能 的 告 换 | 


Ca 


dp 归 昌 "ap 时 


全 2 全 wp 和 


阮 


和 和 ,而 


sen| ， 2 "| = (> "| 可 见 立 \ 部 分 正好 是 删 
SN pe oo pl Ep -pl 


57 


去 第 一 行 和 第 一 列 后 所 得 行列 式 , 即 ai 的 余子 式 Mii; 因 (一 六 
一 十 :所 以 的 确 有 A =An. 

至 于 一 般 情况 ,只 要 通过 行 翰 换届 -…r} (或 连续 7 一 ] 次 行 对 
换 ) 与 列 轮 换 {(1…:5)( 或 连续 ;一 1 次 列 对 换 ) 将 ai. 移 至 (1,1) 位 置 ， 
由 于 其 余 的 行 租 列 之 相对 位 置 均 未 变 , 即 a 的 余子 式 Ma 和 未 变 , 而 
置换 (轮换 或 对 换 )? 提 供 一 因子 (一 一 ,利用 上 段 结果 得 

由 = CC— YM 一 A,. 
至 此 , 按 列 ( 或 按 行 ) 相 加 , 则 定理 全 部 得 证 . 
推论 1 detAla 一 x) 一 Dx.An. 


detA(an>x)— DrAn, 


这 里 a 指 A 中 到 到 元 索 ar 用 Tr 代替 和 
在 (一 此 指 | 中 六 行 元 素 ax 用 -证 代替 . 
推论 2 全 ,as4.:=0 (7)， 
ZarAn=0 (GF), 
因为 有 tr 二 行 ( 前 者 ) 或 1,s 二 列 { 后 者 } 相 同 ， 
定理 与 推论 2 结合 起 来 可 写成 
Das = (detA), 
Djardn = 6.(detA), 
这 里 ,是 Kronecker 5 符号 


1 着 i 二 上 
0 |, 车 i 关 六 
作为 按 行 展开 定理 之 应 用 的 一 个 特例, 考虑 下 列 阶 行列 式 
dy 0 = 0 
da 好 za 四 | 
detD=|. . ， |， 
da Cn nm 
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其 对 角 线 右上 角 元 素 全 为 0, 称 为 下 三 角 阵 行列 式 . 不 断 应 用 接 行 
展开 定理 ,可 得 
detD 一 ddsz"dm. 
只 有 对 角 元 素 不 为 零 的 息 阵 称 为 对 角 和 扼 阵 , 记 作 diag[d,， 
dwr***ydmj ;于 是 立即 得 划 
det diag [di css od | = dd yor" dn, 


3. 3.3 行列 式 的 Laplace 展开 了 


令 m 阶 子 式 M 具有 行 标记 过 r2 之 <7 和 和 列 标 51 过 5 之 之 
sm 其 于 一 下 阶 余子 式 Mt 具有 行 标 rwi< 近 < 过 re 和 列 标 si<<… 
<s 从 oor 为 ssw 上 的 一 个 置换 ,ovyos 为 3 了 mm 十 19 
…… ,sn 于 的 一 个 置换 : 则 有 


Ka ml ol Ur 
二 1 是 昌 昌 

M 一 2 Sgn Hr rn 
(me | m1 "~"™ oh, 


这 里 求 和 号 > ,包括 相应 的 全 部 可 能 晋 换 . 乘积 MM' 包括 a,。 
Cr w Ar “an 类 型 的 项 ,具有 符号 


届 本 珊 下 1 dl 
Smtl Sr 
sgn 。 


CrmTt “1 


Sm 


$1 
sgl 一 sgn 
如 1 i 


.。 "| Me oan ao 这 项 具有 所 指定 的 符 
号 .于 是 ,行列 式 |4| 可 展开 为 


[A| = sgn 
Fi 


因此 ;在 sn 人 


他 Gerhand;, Kowalewski, Determinani Theory, p, 32. 
59 


个 可 能 


这 里 , 是 在 行 指标 mr 的 给 定 划分 下 对 wae 的 | ” 
的 划分 求 和 | 

可 以 按照 与 上 一 小 节 类 似 的 方式 证 明 sgn “jar 是 
M 的 代数 祭 子 式 Me. 首先 , 若 M 为 主子 式 , 则 Mr 也 是 主子 式 , 因 
而 有 san|” "| 一 十,M" 二 Mr; 即 此 时 上 述 结果 是 正确 的 . 
其 次 ,车 M 非 主子 式 ,可 从 m 行 开始 ,通过 与 其 前 诸 行 实施 行 对 
换 , 依 次 进行 下 去 ,直至 mrs 位 于 前 行 , 共 需 > (7 一 办 次 行 


了 1 
3 


对 换 ; 再 类 似 地 实施 列 对 换 ,使 之 位 于 前 mw 列 , 共 需 了 10 一 p) 次 


Km 1 


列 对 换 ; 同 时 注意 到 ,这 种 步 缀 保持 4 和 34° 中 元 素 的 相对 位 置 不 
变 , 而 仅 将 其 变 为 主子 式 . 结果 得 到 


六 | 本 四 本 ry 


sgn M= OS MM. 


号 1 四 是 生 Sn 


最 后 得 到 下 述 Laplace 展开 定理 , 亦 称 Laplace 展开 公式 . 
Laplace 展开 定理 一 个 x 阶 行列 式 等 于 任 选 m' 行 (或 列 ) 下 


Qcm<n) 一 切 可 能 的 [ 共 [ ” 个 |m 阶 子 式 与 其 代数 杀 子 式 滋 各 
之 和 , 寻 


detA 一 MM:. 
应 该 注意 到 ,上 一 小 节 关 于 行列 沁 按 行 ( 或 列 } 展 开 的 定理 是 
Laplace 定理 的 一 个 特 列 (m==1)， 
作为 Laplace 展开 定理 之 应 用 的 男 一 特例 ,考虑 下 列 x 十 mz 阶 
行列 式 ， 
BO ”- 


ml pm 0 0 A 0D 
detD 一 一 
ll C1 bl dm CC B 
Cml 明 业 此 EC pr Pal 本 时 别 五 


右边 是 缩写 ,其 中 A4= {ay},B 一 {8} C= {ej} 分 别 为 nn 阶 .mr 阶 、 
mm Xn 阶 和 矩阵 ,而 0 则 为 nXxm 阶 0 矩阵 ;所 以 右边 形式 称 为 下 三 
角 块 阵 的 行列 式 . 应 用 Laplace 展开 定理 ,对 其 前 m 行 展 开 , 并 注 
意 到 主子 式 的 代数 余子 式 即 其 余子 式 , 立 即 得 到 此 行列 式 为 两 对 
角 块 方 阵 的 行列 式 之 积 ， 

detD = (det.A) 。 (detB); 


更 一 般 地 , 主 对 角 块 为 方 阵 的 下 三 角 块 降 之 行列 式 为 其 对 角 块 行 
列 式 之 积 . 
关于 一 般 分 顽 牢 阵 的 运算 网 3. 4 节 . 


3.3.4 行列 式 值 的 计算 一 一 凝聚 法 


设 其 阶 行列 式 [44 | =det {lax} ;车 其 首 元 不 为 零 ea 天 0, 则 可 利 
用 行列 式 的 性 质 , 按 下 列 步骤 将 之 降 阶 至 = 一 1 阶 行 列 式 : 


1 2 ln 

Hl Ci ”Cl 
| a a 
38 z 
位 21 全 2 i im 11 " 

,| = An 性 质 (4) 

nl ng ~ nn | a a 
1 os 加 


1] 
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好 322 一 他 12 zn 一 ln 
1 11 E11 
dl » 性 质 57) 

nl a ea a ci 

Ee [Ee wy ln 
本 11 | 次 11 

位 21 | 
Ha Al2 位 2m 一 ln 

好 1t1 11 


按 行 展 开 定 理 
(3.3.2 节 》 


Hd fisda A112n ~ nl 


一 -2 …. : 《性 质 4) 


ll 
In 2p oO Gn ninl 
好 11 ds HL In 
Hr] 2 Hal x 
__1 : 
一 一 二 : 
ll 
E11 dl Hl 如 la 
nl 六 nz tl Lr 
Hl lk 
一 1 det | | 
站 1] HA] 你 计 
_ Tm 
因而 ,n 阶 行列 式 |41| 降 至 = 一 1 阶 行列 式 | 有 A|, 即 
二 "Tl! 加 2 a 
bp _ 11 可 
141 = a |4| 好 证 一 » 
Lil tik 


其 中 |41 一 det{24) ,而 240i,8 二 2,…,n) 是 通过 相对 于 首 元 4. 此 
聚 而 得 . 


按 此 步骤 继续 进行 下 去 ,= 一 1 次 后 得 到 


人 加 op 
2—r 而 一 是 一 
[A| 三 an as” Ci 人 
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注意 到 , || 的 首 元 为 a, | 对 | 的 首 元 为 cu 而 


mm ‘DD 

区 你 zz 经 旺 . 

Cu |g Tm |? (zs 由 二 3, ,1); 
i [| 


以 此 类 推 ， 

另外 ,如 果 遇 到 a 一 0( 或 4w 二 0 等 ) 的 情况 ,车 有 某 个 元 素 ms 
闫 0, 则 可 通过 将 i 行 与 1 行 对 换 (i1) 和 友 列 与 1 列 对 换 (kh+>1) 
而 将 eu 移 至 首位 , 即 可 按 凝 聚 法 进行 计 值 . 

凝聚 法 光 其 适宜 于 计算 机 上 对 行列 式 进行 计算 . 计算 过 程 中 
的 每 一 步 ,当然 会 首先 将 行列 式 元 素 44… 等 算出 ,再 继续 进行 下 
去 . 

备注 “实际 数值 计算 中 , 若 每 一 步 均 选 主 元 (元 素 中 数值 与 准 
确 度 最 大 者 ) 作 为 首 元 ,会 使 计算 准确 度 大 为 提高 , 具体 情况 可 参 
考 下 章 4. 2. 1 市 备注 外 习题 4. 2， 


3.4 矩阵 的 分 块 运算 


可 以 将 一 个 矩阵 划分 成 者 干 块 ,每 个 分 块 称 为 一 个 子 矩 阵 . 

例如 ,对 于 一 个 mxxan 和 失 隆 4== 1a;} ,车 将 mr 和 按 须 序 划分 
为 

mm 二 十 融 十 -十 me， 二 十 2 十 十 > 
则 可 将 A 写成 由 zrXxs 个子 矩 阵 .ew (ww 为 mn,。Xns 窍 阵 ) 作 为 块 
元 素 而 构成 的 >Xs 分 块 和 矩阵 4 二 {em}. 类似 地 ,对 于 一 个 nx! 
矩阵 百 一 {5a)} ,和 若 

失 一 型 寺 # 十 护 十 一 六 十 天 十 …… 十 到， 

则 召 也 可 写 为 *Xf 分 块 矩 阵 B= {多 mw} ,其 中 朋 是 mx 天 矩阵 ， 


3. 4. 1 矩阵 的 分 块 生 法 


对 于 分 块 矩 阵 可 以 怕 普 通 和 矩阵 那样 进行 运算 . 特 虽 是 对 于 上 
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面 质 述 年 阵 4 和 瑟 , 有 下 列 分 块 链 式 积 (关键 是 4 的 列 与 8 的 行 
要 作 同 样 划 分 )， 


AB = (D2), 


它 是 rxt 分 块 矩 阵 . 对 块 元 素 再 实施 链 乘 并 取 其 ci 元素, 并 注意 
取 i 行 所 在 的 -er 块 ， 人 列 所 在 的 名 据 ， 于 是 


cu 一 | DB), ， -oo bn 二 "十 > ard 
Dr, 上 十 1 


— Pyeba— (ABYa, 
这 证 明 链 乘 的 上 述 分 块 运算 是 正确 的 ， 


3.4.2 局 阶 和 矩阵 之 积 的 行列 式 


现在 来 讨论 矩阵 之 积 的 行列 式 , 为 简单 起 见 , 只 考虑 同 阶 和 矩阵 
的 情形 ;有 下 列 定 理 . 
定理 ,， 同 阶 和 矩阵 之 积 的 行列 式 等 于 各 矩阵 的 行列 式 之 积 . 
证 ; 设 A,B,C 的 为 阶 和 矩阵 , 欲 证 明 ; 
和 大 C=AB， 则 1C| = |A1|B1. 
作 下 列 2m 阶 行 列 式 | 一 | ; 


| 三 | = 


A 0 
一 工 | 
其 中 了 工 上 是 mn 阶 单位 矩阵 ,0 为 nn 阶 零 矩阵 , 根据 Laplace 展开 定理 
得 
| = 14|11B|. 
男 一 方面 ,利用 行列 式 的 性 质 (7) ,重复 用 如 乘 | 卫 | 的 第 1 列 (一 
1:2,*** se) ;累计 加 至 IT| 的 第 (xm 十) 列 , 再 对 让 二 1,2,… ,nn 进行 
重复 运算 ,以 使 行列 式 蛮 为 
A AB A C 
Irl = 中 = | | 
{I[, 0 
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再 利用 行列 式 的 性 质 (2) ,二 行 ( 或 二 殉 ) 互 换 改 变 符 号 ,重复 将 第 
上 & 列 与 第 Cn 十 让 列 互 横 ( 导 二 1,2,… ,nn) 得 到 

人 
0 


= (一 DrICll —1,. 
| (一 Delcll 一 天 | 


一 《一 和 IC 一 1Cl 
这 里 除 利 用 了 Laplace 展开 定理 外 ,还 利用 了 行列 式 的 性 质 (4)， 
有 即 |aA4| 二 | A|, 
根据 以 上 各 式 , 即 得 欲 证 明 的 结果 . 
豚 外 ,最 然 可 见 , 此 结果 可 以 推广 到 若干 个 同 阶 和 矩阵 乘积 的 情 


IT|= (~ 17 


沈 ， 
同时 ,由 于 4:4 一 J, 上 放 有 (detA 中 一 (detAY- 


3. 4.3 间 阶 行列 式 的 蔷 积 


前 面 的 定理 : 车 CC 一 4B, 则 |C|==141181, 可 以 看 作 两 行列 
式 14| 与 18B| 洋 积 |41|B| 的 习 法 定 则 ,: 利用 C=.A4B 行 狗 列 法 计 


算 
ci = Dab 
谋取 其 行列 式 . 也 就 是 说 ， 
lasl 5s) = | Bapn|. 
显然 ,此 结果 可 以 推广 到 若干 个 同 阶 行列 式 相 乘 的 情况 . 
3.4.4 分 块 矩阵 的 行列 式 


令 人 特别 感 兴趣 的 是 所 有 对 关 块 均 为 方 阵 的 分 块 矩 阵 , 这 一 
小 节 讨 论 分 块 矩 阵 的 行列 式 ， 
设 A 为 上 阶 算 阵 ,划分 为 = 一 +z 的 2X2 分 块 和 矩阵 , 即 A= 
{aij} 一 8} 其 中 eez2 为 方 阵 . 若 .ez 为 非 奇异 矩阵 , 则 有 
Le 1 Lo 
detA= det| | 
LE pl LO 32 
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= det_e 1det {ey 一 eraorTlar 
证 明 通过 和 矩阵 的 分 块 乘法 容易 验证 下 列 关 系 ， 


| I ?| 0 | 
oe 1 0 .ez 一 a 
. | -~ | | 

0 了 Bo] ez 
利用 上 述 关 系 并 和 注意 到 块 三 角形 算 阵 等 于 其 对 角 块 之 积 , 以 及 应 
用 上 一 小 节 征 阵 之 积 的 行列 式 的 定理 , 即 得 证 ， 

车 -wz 为 韭 奇 异 短 阵 , 类 似 地 右 

LaF) oz 
Rp] po 


det 一 det, ey sdietf_er 一 Le ez Fg ). 


3.5 和 抵 阵 的 秩 


3.5. 1 秩 的 定义 


定 兴 : 对 于 了 Xp 证 阵 4, 若 其 全 体 户 阶 子 式 殉 为 零 , 但 是 至 
少 有 一 个 > 阶 子 式 不 为 零 人 rr 所 pmin(mna) 则 称 此 惩 阵 的 秩 为 
rr 记 必 rayr(4) 或 rank4. 另外 , 若 > 一 min(m ,na , 则 称 此 矩阵 具 
有 满 秩 . 

简 而 言 之 , 征 阵 的 秩 等 于 其 最 天 不 为 零 子 式 的 阶 . 

注意 ,这 里 p 阶 子 式 的 概念 指 的 是 从 x xn 矩阵 4 中 删 去 任 
何 mw 一 p 行 与 任何 nx 一 pp 列 后 所 留 下 的 p? 个 元 素 构 成 的 行列 式 ， 
是 行列 式 中 子 式 概 念 的 推广 

还 庶 指 出 , 零 矩 阵 口 是 一 特例 ,其 秩 为 0 而 小 于 1, 因 为 其 1 
扒 子 式 均 为 零 ( 即 0x 一 D)， 


3. 5.2 满 秩 方 阵 的 有 关 定 理 


对 于 满 秩 方 阵 4, 其 行列 式 1A1 关 0, 这 时 4 一 {a ,a”,*… ,a") 
G8 


的 = 个 列 矢 量 @ ,ya 是 线性 无 关 的 :也 就 是 说 ,4 是 非 奇 异 的 . 


因为 ,着 a ,…,a™" 线 性 相关 , 则 根据 3.2 节 行 列 式 的 性 质 (8) 知 ， 
bh 


必 有 |441 一 0, 与 满 秩 的 前 提 矛 盾 . 男 一 方面 , 令 A 二 | “|, 则 行 矢 
硬 。 

其 Bb,…,b, 也 是 线性 无 关 的 . 这 是 因为 47 二 {87,…,81}, 车 后 ， 
… ,bb 线性 相关 ,就 及 醋 十 -… 十 入 如 二 0, 其 中 加,-…, 训 不 全 为 
零 , 则 |4 | 一 0; 利 用 |4|=1AT|, 导 致 |A|=0, 与 满 秩 的 前 提 蔬 
盾 . 于 是 有 关于 满 秩 方 阵 的 下 述 定 理 : 

定理 ; 满 秩 方 阵 6|41 关 0,r> 一 2 是 非 奇 异 和 矩阵, 其 全 体 列 矢量 
{ 行 矢量 ) 是 线性 无 半 的 ， 


3. 5.3 ” 列 秩 与 行 秩 及 有 关 定 理由 


定义 ;一 个 nxn 和 给 阵 有 ,其 nx 个 列 矢量 (mm 个 行 矢量 ?中 线性 
无 天 天 量 的 个 数 re(r,) 称 为 列 秩 ( 行 秩 ) ;或 记 为 +r.CAY) GCAD)). 

关于 和 矩阵 的 列 秩 和 行 秩 有 下 述 定 理 : 

定理 : 和 抱 阵 的 行 秩 与 列 秩 相 等 ,而且 等 于 擅 阵 的 秩 . 

证 ， 设 mn 算 阵 4 一 {a'™ 人 + 其 秩 为 矿 面 列 秩 为 ro. 行 
秩 为 x 不 失 一 般 性 , 令 qa,… ,a 为 线性 无 关 列 矢量 ,并 邻 mX 
re 答 阵 C= {fala} 因而 a 可 表达 为 a 四,… ya" 的 线性 组 
合 , 可 写成 

ic 一 Sawa 一 A (下 一 1 
At 
其 中 4 为。 qi : | 再 令 产 Xz 矩阵 4 一 1202， 
各 


加 参考 各. S. Deif, Advanced Matrir Theory for Seienrists amd Engineers, 
Abacus Press, Londton;, 1982, p. 47, 
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… 2 则 拭 阵 4 可 表达 为 
A= {fad an} = (CAD CAM} = CAD, ,AVY 一 C4. 
这 意味 着 4 的 行 矢量 是 4 的 行 笑 基 之 线性 组 合 . 由 此 可 见 ,4 的 
行 秩 不 能 超过 4 中 行 矢 量 之 个 数 , 即 r.<&re. 考虑 4 的 转 置 47 ,类 
似 地 得 到 rr. 起 x. 因而 有 
即 抢 阵 的 行 秩 与 列 秩 相等 ,定理 之 前 段 得 证 . 

再 来 证 定理 之 后 段 . 同样 ,不 失 一 般 性 ,可 再 令 寻 ,…',Bb, 为 A 
中 的 线性 无 关 行 矢量 . 由 于 已 证 明 r. 一 re ;最 然 ; 下 列 x. 阶 行列 式 


; ; 天 0， 
而 尾 何 本 行列 加 办 斥 之 秩 一 rm 
最 后 结果 是 
定理 金 部 得 证 ， i 
3.6 和 矩阵 求 递 


对 于 非 奇 异 # 阶 和 矩阵 4A ,有 惟一 的 逆 和 矩阵 A-! 使 
AA = A 'A4=I. 
下 面 介 绍 计 算 什 阵 之 递 的 具体 方法 . 


3. 6. 1 利用 伴随 矩阵 求 逆 


由 ” 阶 矩 阵 4 二 {a} 中 元 素 as 的 代数 余子 式 4s 为 元 素 构 成 
的 下 列 答 阵 
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A I 和 1 
4 4 -- A 
mn A A 
称 为 年 阵 4 的 伴随 拖 阵 , 记 作 adj4, 即 (T 或 一 表示 转 置 ) 
adj4 = {A,}T = {A,), 
由 3. 3.2 节 推 论 2 已 经 知道 ， 
> ,an4。 = SrldetA), 


而 左边 可 写成 

Dasds = (AadjA),, 
所 以 

AtadjA} = tdetA)1; 
即 


-1 _ad4A  - Ll 
4 ~ detA 或 (4 和 一 jet ” 


由 此 可 知 , 车 detA 关 0, 则 有 44 是非 奇异 拨 阵 , 若 det4 一 0, 则 .4 
是 奇异 和 矩阵. 


3.6.2 利用 元 阵 的 变换 求 道 
若 4 为 非 奇 异 矩 阵 , 则 有 非 奇 异 第 阵 妨 和 三, 使 


QAP =—1, 
A—=~Q Pi, 
A = Pe. 
具体 计算 格式 如 下 ， 
2 4 二 i 
! P 
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从 左边 格式 开始 ,对 4 施加 行 变 柳 时 对 其 左边 了 施加 同一 变换 ， 
而 对 A 旅 加 列 变 柳 时 则 对 其 下 边 了 施 如 阿 一 变换 ,经 若干 次 行 和 
列 变换 使 和 4 化 为 单位 阵 了 村 ,其 左边 化 为 久 ; 其 下 边 化 为 PP, 于 是 


求 得 A-!1 一 PQ&. 
2 一 1 0 
一 1 0 3 


例如 ， 
依 深 经 过 下 列 变 柳 ; RR;;Cs 一 2C1 及 Ci 一 CR 一 2R 及 Rs 十 
Ri, wRs 下 Rs Rs,Cs— 2C2,Rs+5Ra, FRs(R 和 和 分 别 代表 行 
和 和 列 ) 后 4 化 为 了 ,条 时 得 到 


0 16 0 1 -2 3 
Q= 直 lo 8 8| 和 P=I0o0 1 一 ?| 
1 5 0 0 1 


所 以 ， 
5 3 —1 
4-: 一 PQ -二 |-4 6 —2|. 
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2 1 5 
3.6.3 利用 矩阵 的 分 块 运算 求 道 
设 = 险 非 奇异 矩阵 4 划分 为 2X2 分 块 矩 阵 


4=| 2 | 
uv 


知 .wz 和 ,eza 均 为 非 奇 异 方 阵 ,容易 得 到 


上 一 1 一 


| (el — a 1}! | 
— p32 pC 1 i ee 3 A a1) [人 一 ee 一] 
例如 ,很 容易 求 得 


?70 


D — 1; 
0 一 1 
了 
一 5 4 一 4 
总 一 1i, 


中 间 一 步 也 可 对 分 块 矩 阵 利 用 伴随 矩阵 法 求 得 ， 
3.6.4 逐步 求 近 法 


上 述 三 种 方法 ,在 给 定 矩 阵 元 为 准确 值 和 没有 售 和 人 误差 的 假 
设 下 ,经 过 有 限 次 运算 就 可 得 到 准确 解 . 但 在 实际 情况 中 ,给 定 矩 
阵 元 往往 是 近似 值 ,而 县 大 量 计算 中 的 售 人 误差 不 可 避免 ,所 得 均 
为 近 伺 解 ; 为 子 保 持 一 定 的 准确 度 , 需 采 用 逐步 求 近 法 . 

例如 ,对 矩阵 4, 求 得 一 近似 道 百 。 后 可 十 尽 一 残 差 筷 阵 

民 。 一 了 一 AB,, 

其 和 矩阵 元 很 小 ;但 仪 当 8 为 4 的 准确 逆 .47! 时 才 为 零 .于 是 可 构 
造 以 下 序列 ， 

B= Betf RD R= AB, k= ll,2,"} 
于 是 ,容易 证 明 

B; = 4-1(7 一 RY). 

因为 Ro 的 范 数 Ro | 过 1, 车 在 充分 大 , 则 Bi 将 经 由 选 代 而 道 近 
A 1.[ 注 : 关于 mXn 矩阵 只 一 (的 Hatder 范 数 有 |‖ 灵 ‖ :一 


max > |r | 了 ] RR | “一 ma 2 1. 3 
3.7 和 矩阵 的 迹 


方 阵 4 的 主 对 角 线 上 诸 元 素 之 各 称 为 矩阵 的 迹 , 记 作 tr4 或 
?1 


SpAC 分 别 来 自 英 六 trace 和 敌 文 Spur) , 即 
trA 一 Par. 
可 以 证 明 , 有 限 个 矩阵 之 积 在 矩阵 的 任何 轮换 下 ;其 迹 为 不 变 
量 . 
首先 , 设 妥 = 二 {aj;} 和 B= {Bx} 分 别 为 mxXn 和 nxXm 矩阵 , 则 
有 
tr (AB) 一 了 | > ost = 了 | D8yay) — tr BA). 
其 殉 , 设 1 A 六 天 个 短 阵 ,使 积 es wii: 
A 可 定义 ,车 今 
C= AA DD 一 A 1]. 
由 由 上 式 可 得 trCCD) 二 trCDO) ,代入 匡 得 
trCALAs eA) = ttre 一 1. 


上 述 结果 得 证 .注意 到 此 结果 仅 在 轮换 下 成 立 , 


3.8 若干 特种 行列 式 


3.8.1 Vandermonde 行列 式 
下 到 行列 式 


称 净 nn 阶 Yandermonde 行列 式 ; 记 作 V.. 首先 ,应 用 3.2 节 行 列 
式 的 性 质 (7), 将 7 行 习 以 一 xz, 加 至 i 十 1 行 [i=1,2,*…,(n 一 1)]， 
最 后 一 列 ( 王 #) 变 为 [1 0 … 01', 控 xn 列 作 展开 并 提出 余子 式 


中 各 列 的 公 因子 和 (一 z) 后 得 到 


?2 


nm—] 
v= cn, " v= Te. 一 I) * Vl? 


其 中 (一 )*+! 是 代数 余子 式 的 符号 关子. 再 对 V。: 仿 此 约 化 下 去 ， 
不 难得 到 


YY, 一 [lez TT XI V1 


| 
一 Te 一 o[ 辽 ce 一 zx) | “Vz 
= [TT 一 oj[ 这 ce 一 | 


[He 一 £7) | * {Ts 一 1) 


=- 1L EL 一 工 ;), 
其 实 ， 这 个 结果 还 可 按 下 列 考虑 更 简单 直接 地 得 出 . 因为 含 z 
和 会 zi; 的 任何 两 列 相 同时 , 即 当 x 二 zj 时 ,行列 式 为 零 ; 显 然 , 行 
列 式 的 值 含有 一 切 可 能 的 因子 (zi 一 2)( 共 加 一 十 aa 一 1) 项 ) 之 
积 , 即 IT mx, 由 于 每 一 因子 均 取 前 者 (x:) 时 得 到 展开 式 


1 ji 


中 的 一 项 为 ope. ,正好 与 主 对 角 线 之 积 相 同 , 故 该 连 乘 积 
具有 正确 符号 和 系数 由 此 可 见 ， 


Viryza ,Ta) = 二 《Cr 一 并 )， 
1 妇 jF 全 全 
它 是 反对 称 函 数 . 
3.8.2 Jacobi 行列 式 


(1) 多 元 微 积分 学 表明 , 通 这 ;二 ww (oy 0) 人 一 1 
作 灰 量变 换 从 TL tm 变 至 TY Un 时 存 
didrw, 一 Jdoi dr ， 


其 中 了 是 以 3 ( 为 行 标 , 为 列 标 ) 为 元 素 的 行列 式 , 称 为 Jacobi 
?3 


行列 式 , 记 作 


re Ow 
Bul 下 
OTOL "0 rT ) _ : " < 区 
J 人 Ov wn) 本 四 四 一 det Dus 1 
eas us 
De .2 


《2) 考虑 通过 复合 函数 

1 一 wo CH 一 eo CuI 1 a 
作 变 攻 蛮 换 从 mm act 按照 复合 函数 求 
导 法 则 有 


Se oY Ge So 
Bu 全 Bo, Gur 


若 令 人 =a BL 三 br, 二 cn, 则 有 
ca er 或 C= AB. 
男 一 方面 ,多 元 微 积分 学 给 出 
dtoddry, —= CdetC Yd- du,, 
qdrelidre = tdetAydey do,, 
dw- do, = CdetB)du-*du,s 
由 后 两 式 立即 得 到 
dw dro, — CdetA) tdet BYdu" du,, 

所 以 ， 


detC 一 dettAB) = (detA) (detB), 
这 就 证 明了 3. 4. 2 节 关 于 行列 式 之 积 的 结果 . 
《3) 将 上 面 的 结果 用 Jacobi 行列 式 的 记号 写 出 ,可 得 下 列 重 


BW) 站 (rr Un) DUO ya 


问世 于] sa) CU Un Du a) 


(4 由 TH — THE, Cr i 本 {f= i 有 :1i) 求 微分 可 得 


Oe . 
dw; 一 > Ed i 二 ly 


由 此 可 见 ,Jacobi 行列 式 det| 3 | 即 其 系数 矩阵 的 行列 式 , 若 不 
为 零 , 则 可 解 出 (do … ,dv.) 为 (dw ,… ,dvw,) 的 函数 . 因此 有 


OC i ) (Ts Da 1 即 
HCD Us OT 9 Tun 


[A | A Da) 
DL Te Gwe a) 


(5) 例如 ,从 直角 坐标 zyyz) 变 换 至 柱 面 坐标 (pep,z) 和 球 
商 坐 标 人 :8 和 赔 的 Jacobi 行列 式 分 别 为 : 


(Ty) _ OlTrY ,TE) lai ， 
Bp pz * 本 
于 是 ,体积 元 变换 为 


drdydz = 四 上 了 = — rdrsingdedep. 
3.8.3 Wronski 行列 式 


击 一 组 点 个 函数 yy(zc),-… ,yrlx) 及 其 至 一 1 阶 导 数 构成 的 
下 列 行列 式 : 


1 Pz [ WE 
yy Yy; yy 
1 岗 覃 下 
Wi(r) 一 _ 时 
1 一 1 全 一 1 人 
31 “Ys 


称 为 Wronski 行列 式 , 它 在 线性 常 微分 方程 中 可 用 于 判定 y1，*…， 
Yt 是 否 为 其 线性 无 关 解 . 
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3.9 行列 式 的 导数 与 极限 


3.9. 1 行列 式 的 导数 


1， 用 行列 式 的 导数 表示 代数 余子 式 
出 行列 式 的 定义 知 |4|= 一 [ae| 是 er 一 1 ,mn) 的 一 次 齐 式 ， 
于 是 ,Euler 人 


I4| = > Da 一 | 中 人 Ba™ ?= 人 ar4m， 
好 a 的 代数 余子 式 4,. 可 表示 为 
4 Bl41 
”Ba 
因此 ,车 在 行列 式 |4| 中 的 : 列 a"" 用 ce 替换 , 则 
detAtq™ -= 6) 一 和 Et 一 人 ,4rer。 
2， 苹 数 的 行列 式 


若 矩 阵 A(a) 一 fas)), 则 生 4(a) 一 天 oso)1. 
对 于 行列 式 |4fke?|, 则 者 
CCdetA) 一 Dyderal a 一 > ee] 
妈 一 方面 ,还 可 求 得 


a ldal_ a1A1 da 
dem 4 一 1 da ED Ba da 


da,, 
-Eh de 
一 5 3) C4 Ea 。 [3.6.1 节 ] 


= 本 A471 训 4] 一 (4 六 4))， 


al | -1 4 
计 141 一 14ltr[ 4 全 4|. 
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3.9.2 行列 式 的 极限 


1. 车 limba to) =aw, 则 lim | Ba) | 一 141. 


证 ; 因为 这 是 有 限 数 自 (n 个 ?因子 乘积 的 有 限 项 数 Crz! 项 ?之 
代数 和 |， 


[参考 : 数学 分 析 中 证 明 有 下 列 结果 ， 
车 limz(2) 一 X,limy(a) 一 了 , 则 导致 
limz ta)y(a)=XY 下 limL x (a) 十 yla) 二 芝 十 YY, ]] 
2. 若 |4|= 一 0, 则 有 可 能 将 4 当 作 BCa}) 的 极限 ,而 对 每 个 a 有 
| 号 4a | 天 0， 
证 : 考虑 Bia) 上 有 具有 bua) =aut+ 26al 4 一 过 | ;于 是 
| 本 Ce 一 如 十 十 1413 


它 是 2 的 nn 次 多 项 式 , 仪 对 个 A 慎 会 变 为 零 . 避 开 这 些 特定 值 ， 
于 是 18ta)1 关 0, 但 是 lim1B8ke)i 一 14 一 0， 


7 了 


第 4 章 ”线性 方程 组 的 求解 


第 ] 章 关 于 线性 变换 的 研究 和 第 3 章 关 于 行列 式 的 知识 ,可 
认 应 用 于 线性 方程 组 的 求解 ， 


4.1 3| 言 
设 含有 +n 个 未 知 量 ,= 个 方程 的 方程 组 为 


duTl 十 人 iT 十 二 dnTn = C1s 


dnt 十 drt 二 nn = C2 


#11 十 ra 十 四 十 全 mm ”Cn 
或 者 缩写 为 
Sar 一 上 Cz 一 1 2， 有 
在 一 了 


其 中 2 和 全 为 已 知 量 ;而 Tr rT 则 是 窝 寻 求 的 未 知 量 . 用 


我 们 的 语言 来 说 ,线性 方程 组 的 求解 就 是 要 寻找 一 个 x 一 : ,使 


pn 


J1 Ce] 
得 它 的 线性 变 摸 y 二 Ax 能 与 ec 一致 ;这 时 y= : sf 一 , 而 


Ja Cn 
A= {cor}. 
根据 第 1 章 1.8.4 和 1.6.5 节 的 结果 ,我 们 有 关于 线性 方程 
组 求解 的 下 述 定 理 ， 


定理 : 若 线性 方程 组 的 系数 宇 阵 4= {aa} 是 非 奇 异 的 , 则 不 
管 常 矢量 c 是 怎么 样 的 ,方程 组 的 解 是 惟一 的 ;特别 是 , 当 且 仅 当 *e 
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二 0 时 有 平凡 解 +==0. 车 有 4 是 奇异 的 , 当 e 位 于 子 空间 5L 由 列 舌 
其 集合 @ ja 二 CarayT,ar 二 qa) 所 生成 | 之 外 时 无 
解 ,而 当 c 位 于 5 之 内 时 有 解 但 不 惟一 ;ec 一 0 总 是 位 于 5 之 内 ,; 因 
为 x 二 0—>y 一 必 . 

因此 ,对 于 给 定 4, 只 有 两 种 可 能 : 或 者 非 齐 次 方程 组 (ec 夫人) 
具有 惟一 解 ,或 者 齐 光 方程 组 (c= 人 其 有 若干 非 平 几 解 (x 关 员 ). 

记 住 这 个 一 般 观 点 ,从 而 必须 设计 一 个 对 一 切 情 况 都 有 效 的 
实用 求解 方法 . 最 实用 的 方法 看 来 是 为 供 数值 工作 使 用 而 经 标准 
化 了 的 消 元 法 ;具体 见 下 面 的 例子 . 


4.2 Gauss 消 元 法 


用 消 元 法 求 线 性 方程 组 的 解 , 基 本 步骤 是 , 将 = 个 未 知 重 爱 
一 宵 去 以 求 得 一 个 未 知 量 之 解 ,然后 代入 羽 有 两 个 未 知 量 的 方程 
以 求 得 另 一 未 知 量 之 解 , 以 此 类 推 直至 求 得 所 有 未 知 量 之 解 . 
4. 2. 1 用 消 元 法 求 数值 解 的 例子 
现 举 一 例 ,用 以 说 胡 消 元 法 之 具体 运用 . 
4. 17T— 2.13y 二 1.17z 2.55= 0, 
— 1.037 二 3.71y 十 9.65z 十 1.15 二 0， 
1. 32 一 1.06y 4. 58z2 一 2,11= 0, 
对 于 三 位 数 计算 ,总 是 可 以 应 用 计算 尺 ;而 对 于 更 加 准确 的 计 
算 , 则 需 应 用 对 数 表 或 计算 器 或 计算 机 ， 
对 于 数值 求解 ,以 明确 方式 具体 安排 计算 工作 是 绝对 必要 的 . 
上 其 性 安排 要 使 计算 工作 相当 方便 ,但 更 重要 的 是 ,应 该 容易 进行 验 
算 以 防备 可 能 的 误差 或 错误 . 
士 述 例子 的 数值 求解 的 具体 步骤 ,用 列表 进行 计算 并 依次 进 
行 说 明 如 下 : 


四 CC. Runge, H. Konig, Voritsungen Uber Nemerisches Rechnen, Springer, 
Berlin, 1924, Kap. 2, 
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他 如 


家 上] 具体 计算 步 台 天 


a 全 人 -0 Ba te too 
(DO 0) LD ss soy 2 ro) 
人 1) 由 waDD | 
WO 
人 
(0 0 


人 和 1. 8 | 


(1) 1ROw) OO4{y} .7 2 | Gy) 
{人 人 WU 一 2 3 和 = 一 公 估 5 
全 一 由 各 人 2mw) ae) Dlr 
(3) 人 D2 
j (六 1 和 bn) 


(8) 2 Ty) tt 


囊 4 2 最 后 验 扯 训 


a 


说 


方程 (1) 方程 ‘2》 方程 63) 
一 下. BT CxXvIY 1. 20Cxvi) 一 1. 54fxwi) 
I. SOxvi) —2. 76txn) DO. FOL 
0. 73Cxvi) DO. 41Cxwi) 2. BECKxvi) 
一 立 .5550Xwjiy —1. 15¢xwii) 3, 11xvit) 
1、 注 喜事 项 
QD 总 是 隔 一 行 写 . 


加 增 校 验 和 * 一 列 , 只 为 校 验 ; 校 验 与 计算 同时 进行 . 

时 校 验 s 列 是 否 为 前 三 列 之 和 ,否则 有 错误 . 

中 校 验 ? 列 是 否 为 前 二 列 之 和 ,否则 有 错误 . 

2. 填 训 次序 

(i) 首先 将 原 方 程 系 数 分 别 隔 行 填 入 a' a”,ya* ,一 ce 四 列 . 
《ia) 将 前 四 列 之 和 填 和 8 列 ， 


Gii) 将 (1) 行 乘 以 六 1 或 一 六 而 得 ,分 别 填 人 (2 及 (31) 


(iv) 将 所 得 行 与 原 有 行 相 加 而 得 ,分 别 填 人 工段 (4)7 及 (5) 


Cr) 将 (4) 行 乘 以 宁 18 而 得 , 填 人 1 《5') 行 . 


(vi 将 工段 45) 与 55') 行 相 加 而 得 ,十 人 二 段 (6) 行 ， 
(vii) 由 《6) 行 (第 直 段 第 一 行 ) 求 x, 4. 33z= 一 2. 70 一 0，.… = 一 


0. 624# 增 一 列 ， 


《wii av* 列 每 女 之 第 一 行 匀 * 一 0. 624 ,所 得 填 和 一 c 列 . 
ix) 一 5 列 每 段 之 第 一 行 两 数 相 加 ,; 填 入 = 一 0. 624 列 ， 
(x) 由 (54) 行 (第 工 县 第 一 行 ) 求 y; 3. 18y 十 2. 37 二 0, -yy 二 


一 0.745; 增 一 列 ， 


列 . 


《xi tx 列 每 段 之 第 一 行 丧 y 二 一 0,745, 所 得 填 入 z 一 0. 624 


(xii) 将 * 一 0. 624 列 前 两 段 两 数 相 加 , 填 入 y 一 一 0. 745 列 . 
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《xiii》 由 第 II 有 段 第 : 行 求 了: 4, 17 基 十 4. 87 一 0，v 一 
一 ]. 168， 增 一 列 . 

(xiv) a' 列 第 一 行 乘 x 二 一 1. 168, 所 得 填 入 y 一 一 0. 745 列 ， 

《xy 将 y= 一 0.745 列 的 前 两 数 相 加 ,所 得 填 入 x 一 一 1. 168 
列 . 

(xvi)(xvii) 最 后 将 求 得 之 解 代 入 原 方 程 并 进行 验算 . 

备注 ga' 列 之 第 一 行 ,a" 列 第 二 段 第 一 行 ,等 等 ,数值 必须 为 
最 大 者 (不 计 十 、 一 号 ), 称 为 主 元 ;此 法 苑 称 为 全 主 元 消 元 法 . 否则 
的 话 , 会 牺 性 准确 度 ; 因 此 ,格式 可 作 相 当 变 化 . 这 里 所 谓 最 大 , 包 
括 淮 确 度 而 言 . 比如 ,4,17 计 1.03; 但 4.17< 之 1.030, 盖 因 1. 030 方 
程 可 统 以 10 倍 之 而 得 10. 30 之 故 也 . 


4.2.2 关于 数值 解 的 讨论 


(1) 系数 方 阵 是 奇异 阵 时 的 情形 

在 消 元 过 程 的 菜 一 步 荐 出 现 Dr 十 0y 十 … 一 < 时 , 则 表明 系数 
方 阵 是 奇异 的 这 种 情况 ;在 此 情况 下 ,车 c 寺 0 则 表明 方程 组 无 解 ， 
而 c 二 0 时 则 表明 有 多 组 解 ， 

《2) 非 齐 次 项 是 代数 量 时 给 出 逆 恋 换 

若 一 e 列 是 代数 量 时 ,同样 的 计算 给 出 道 变 换 , 如 果 它 存在 的 
话 ; 并 且 也 对 非 奇 异 或 奇异 情况 提供 一 种 检验 ， 

(3) 数值 解 的 准确 度 问 题 

在 数值 求解 的 情况 ,0zt 十 0y 十 … 一 c 中 出 现 的 往往 是 “近似 
和 震 ”. 比如 0.00y 一 2. 38 一 0 导致 y 所 一 238,238<y， 因 为 “近似 的 ” 
0.00 在 十 0. 01 之 闻 变 化 . 因此 ,部 果 是 以 近似 数 伸 给 定 , 我 们 
并 不 能 确切 地 知道 该 变换 是 否 是 奇异 的 . 

(4) 系数 方 阵 为 奇异 阵 的 进一步 讨论 

通常 ,由 于 要 求 Ax 一 0 应 具有 和 非 平凡 解 x 天 和 , 则 肯定 会 出 现 
育 异 情况 . 这 要 求 4 为 奇异 方 阵 , 并 且 足 以 在 一 类 线性 变换 中 来 
挑选 4, 而 不 是 先前 那样 限于 确 指 的 一 个 ， 
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例如 , 设 4 为 非 奇 异 方 阵 , 我 们 要 求 4x 为 上 的 标量 倍数 (4rx 

平行 于 xz)，, 比 如 Ar(a4<0) ,4 尚 竺 确定 . 于是， 
4z 一 Mr 或 [4 一 AT]r = 0， 
其 中 了 是 单位 方 阵 ; 或 者 写成 
df 人 AT 一 上 而 A 二 AC 开 . 

当 4 具有 这 样 一 些 值 ,它们 使 得 4(A) 是 奇异 阵 时 ,这 种 情况 会 出 
现 . 

这 称 为 本 征 值 问题 ,将 在 第 6 章 6. 3 节 进 行 讨论 . 


4.3 Cramer 法 则 


《1) 系数 矩阵 是 非 奇异 的 
对 于 线性 方程 组 


了 一 或 Ar = 二， 
和 


若 detA 关 0, 则 用 a6 的 代数 余子 式 4。 滋 前 式 并 对 z 求 和 ,以 及 注意 
到 |[{ 见 3. 3.2 节 ) 


jands = uldet A), Dcds 一 det4(e 一 让)， 
立即 得 到 惟一 解 


cd 
det4kec — ec) 


detA detA t 
这 也 可 由 x 二 A7!c 直接 得 出 .这 就 是 线性 方程 组 求解 的 Cramer 
法 则 ， 

可 以 看 出 , 若 需 在 若干 不 同 列 矢 量 ec 的 情况 下 求解 *, 一 次 求 
出 4: 后 ,只 要 执行 乘法 就 可 求 得 各 个 解 . 

但 是 应 该 指出 ,这 只 有 在 = 不 大 的 情况 下 才 可 行 . 

(2》 系数 矩阵 与 增 广 此 阵 疝 秩 

对 十 系数 矩阵 4= (ee } 是 奇异 阵 或 长 方 阵 mx 关 #2 的 
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区 ;一 


情况 , 若 窍 阵 4 与 其 增 广 矩 阵 
A {a ,a el 
为 同 秩 , 即 
rankA = rankA =7r < min(tn,m), 
方程 组 有 解 ,但 不 惟一 . 
不 失 一 般 性 , 设 
detA, = 


时 
中 
时 


0， 


rl 蝇 中 玫 i 


则 原 方程 组 与 仅 舍 前 + 个 方程 的 方程 组 同 解 . 将 后 者 改写 为 
ae 一 ce 一 上 一 之 | is} Cr 一 1 


二 detA, (a”” —» ¢') 
detA, 
显然 了 1 Tr 是 (= 一 所 个 目 由 未 知 量 zh Tn 的 线性 函数 , 因 
为 后 肴 可 取 任 意 值 , 所 以 解 不 惟一 . 
另 一 方面 ,车 4 与 A 不同 秩 , 则 为 矛盾 方程 组 面 无 解 . 


Cs 一 1 了 :2). 


4.4 移 代 法 灿 BB 


前 两 节 的 方法 ,在 无 合 入 误差 情况 下 ,经 过 有 限 次 算术 运算 中 
可 求 得 精确 解 ; 它 们 称 为 直接 法 . 许多 实际 问题 最 后 常 归结 为 一 个 
或 一 些 大 型 稀 玻 矩阵 的 线性 方程 组 的 求解 ;这 里 方程 组 的 未 知 量 
成 千 上 万 ,但 其 系数 矩阵 的 非 零 元 素 所 占 比 鲍 很 小 或 分 布 很 有 规 


起 条 考 :《 中 国 大 百科 全 书 。 孝 学 13,624 页 ,松弛 法 : 胡 家 请 所 3, 中 国友 百科 全 
书 出 版 社 , 北 京 ,1988. 

加 参考: 胡 家 炎 ,t 线 性 代数 方程 组 的 渤 信 解法}, 科学 出 版 社 ,北京 ,1988. 

加 获 考 : DM, Young;: Tierative Salution of Large Linecr System; Academic 
了 ress New York, 1971. 
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律 .对 于 此 类 方程 组 ,直接 法 无 能 为 力 , 一 般 采用 选 代 法 求解 . 迭代 
法 采取 逐次 逼近 的 方法 ,从 一 个 起 步 解 9” 出 发 ,按照 一 定 迄 代 公 
式 构造 一 个 解 的 收 僵 序 列 x”,x” ,x”,…, 直 至 求 得 满足 一 定 精 
度 要 求 的 近似 解 为 止 . 


4.4.1 几 种 常用 选 代 法 


干 面 分 绍 三 种 常用 的 移 伐 法， 
(1) Jacobi 选 代 法 
对 于 线性 方程 组 


Tea = Ci 一 1 sr* ss 


[FE 


若 aiG 一 1 和 ; 叉 ) 均 不 为 零 , 则 由 进 代 公式 
El 一 as!| 一 他 os 十 ci CE 一 yr) 


和 给 定 的 初 值 x ,… ,a 就 可 求 出 xz, ,xz ;如 此 继续 直到 
满足 计算 精度 要 求 为 止 ,这 种 计算 格式 称 为 Jaeohi 选 代 法 . 

(2) Gauss-Seidel 选 代 法 

者 在 Jacobi 迭代 法 中 的 每 一 步 均 将 已 迷 代 出 的 Ps 一 0 
1，2， 拓 一 1,2, 一 1 立即 代入 其 后 各 方程 中 ， 则 得 到 迭代 公 
式 


ze+D 一 a7i| 一 S VargtD _ Saszl 十 c, | 
Rt i 
(一 1 2 六) 
它 称 为 Gauss-Seidel 选 代 法 . 
(3) 王 次 超 松弛 选 代 法 
假定 对 6 十 1 次 近似 Xt 已 憩 其 中 分 量 zt 《下 一 了 ss 
1 一 1]); 可 按 上 述 Gauss-Seidel 入 代 公式 定义 一 辅助 量 Z “1 ,而 
zt 则 通过 Ed 与 “ 5 二 1) 的 某 种 求 平均 予以 确定 , 即 
zefD 一 (1 一 wr 十 w Et 
-一 I ”十 wT t+ _ I ) Cw 刁 及 ) ， 
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将 ”的 具体 形式 代入 ,可 得 下 列 迭 代 公式 


1 十 17 【了 一 1 > fr 十 1 tsy YE 
二 = I: 二 wa | 一 A A 一 > aT 十 c, | 
et hs 


tt = 于 ,2 Ol yd) 
它 称 为 亚 次 超 松弛 选 代 法 (英文 缩写 为 SOR). 这 里 w 称 为 松弛 因 
子 , 若 w>>1 为 超 松弛 而 w< 之 1 为 低 松弛 . 显而易见 ,w=1 时 即 为 
Gauss-Seidel 迁 代 法 . 


4.4.2 选 代 格式 的 矩阵 形式 
将 线性 代数 方程 组 


Ar 一 下 
的 系数 矩阵 4 分 裂 成 
A=D—L—U, 
其 中 
D = diag[an ,am], 
L= {= Ai> Ny = O00}, 
LU = {ur 于 sli < fs ry = OU > 1)} , 
分 别 为 对 角 和 矩阵 ,严格 下 三 角形 矩阵 和 严格 上 三 角形 矩阵 . 于 是 ， 
三 种 和 欠 代 格式 的 矩阵 形式 可 表达 为 
j 有 xz 一 (十 了) 十 ce， 
GS  (D 一 PrerD 一 Drxe 十 e， 
SOR (有 一 ae = Hl 一 上 五 十 arr]Jxoo + oe, 
它们 可 以 写成 下 列 统一 形式 ， 
XID Gr 十 上 = 0,1,2,..), 
其 中 G 称 为 选 代 矩阵 . 对 于 三 种 迭代 法 G 和 g 的 具体 形式 分 别 为 
J G=J=D !( 工 十 7 ， 有 一 ‘cs 
GS G=H= (DL) VU, 有 一 (万 一 寺 ) le; 
SOR 一 五 (1 一 (站 一 中 wD+oU], 
g= DwL) we. 
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4.4.3 选 代 收敛 性 


对 于 迁 代 法 ,必须 考虑 其 收效 性 的 问题 ,这 里 不 加 证 明 地 引述 
下 列 定理 ， 

迁 代 格式 

和 全 十 1 -一 人 于 十 fF 
收敛 的 充 要 条 件 为 
2 < 1 
这 里 p(tG) 表 示 nn 阶 方 阵 G 的 谱 半 径 , 定 六 为 
PG) = max |N|, 
isan 

其 中 广 = 二 1,-…,n) 为 上 的 本 征 值 . 

对 于 任意 一 种 和 矩阵 范 数 上 A 1 ,有 ( 见 3. 6. 4 节 注 ) 

2f4) < AlN, 
所 以 ,上 述 选 代 格 式 收 敏 的 一 个 充分 条 件 为 
GH < 1 
还 可 定义 渐 近 收敛 速率 
ROG 一 lim| 一 Tigl Gl |=— lge(O). 
车 需 提 高 精度 10-", 则 约 需 迭代 次 数 为 
so— mRG), 
对 于 对 角 优 势 矩阵 , 即 具 有 
[las| > 2 laal 一 13…n) 或 


[an| > 2 lea (Rk 一 1] 
1 下 


的 和 着 阵 A 二 {aw} ,Jacobi 和 进 代 法 和 Gauss-Seidel 寺 代 法 收效 ,而 逐 
次 起 松弛 渤 代 法 在 
0<w<< 27L1 十 olrl7] 
范围 内 收 仇 .这 里 一石 -1 十 CD) ,而 | 表示 和 矩阵 了 的 元 素 取 色 
对 值 所 成 的 矩阵 ， 
87 


关于 以 上 有 关 人 定理 的 证 骨 以 及 其 他 相关 铺 训 ,可 参考 前 引 专 
着 . 


4.4.4 松弛 因子 的 选取 


如 何 选 取 最 优 的 名 使 松弛 法 收 僵 最 快 是 一 个 困难 问题 
车 矩阵 和 4 二 DD 一 一 具有 性质 使 矩阵 
Jiay = DiteLFea EL (EC 0) 

的 本 征 值 j 与 a 无关, 则 矩阵 4 被 称 为 相 客 次 序 矩 阵 . 

对 于 相 容 次 序 扎 阵 , 可 以 证 明 , 了 的 本 征 值 上 与 SOR 法 的 选 
代 和 矩阵 五 (ao 的 本 征 值 4() 之 间 有 下 询 关 系 ， 

[ate +e Oo 1 = iwipe. 
特别 是 当 w=1 时 有 ,一 严 , 即 有 
pH) 一 my， 

其 中 已 是 GS 法 的 迭代 矩阵 . 由 于 迭代 收敛 速率 与 p 直接 相关 ， 
要 达到 相同 精度 ,Jacebi 法 所 需 此 代步 约 为 GS 法 的 二 倍 ， 

最 做 松弛 因子 up 由 

站 《os 一 minp(H (ww)) 一 Dn PLH CL)) 
表征 . 对 于 相 容 次 序 和 矩 阵 , 可 以 求 得 
2 
1 VT pe 
pf ? 
Hw) 一 同一 二 一 1 十 MT ey 。 

前 引 D. M. Young 的 专著 177 一 185 页 表 列 了 m 对 p(J) 的 函数 
值 . 


4. 4.5 一 个 例子 
用 五 点 天 分 格式 解 二 维 I.aplace 方程 
a 
Br 十 3 一 0D， 
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若 网 格 间距 上 一 二 和 边界 条 件 取 为 
utrsl) = 4500x(1 — TY, ullyy) = urs0) = ut0,y) 一 站 
时 ,得 到 下 列 线 性 方程 组 


4 -1 1 ofw 0 

-1 4 0 1]||, 0 

1 0 4 illwl 11000|. 
0 一 1 一 1 4 [ze， 1000 


系数 惩 阵 是 对 角 优 势 矩 阵 , 也 是 相 容 次 序 矩阵 . 容易 求 得 J 了 的 本 
征 值 基 0;0, 六 ， 一 于, 所 以 有 (一 般 有 人 rh) 


oD) = 1 PH)=I < 
2 
” 1+~vV3/2 

因此 ,三 种 先 代 法 拘 收 就. 
对 干 起 步 解 x 一 0,Jacobi 法 经 19 浊 和 迭代 收 敦 至 6 位 有 效 数 
字 ,Gauss-Seidel 法 只 需 12 步 ,而 取 mm 一 1.0718 时 SOR 法 仅 需 7 


步 . 注意 到 , 若 应 用 网 格 间距 4= 二, 未 知 量 增 加 至 | 于 一 1j = 


79"， 则 Jacobi 法 收敛 至 同样 精度 需 约 18000 步 迭 代 ,GS 法 约 减 为 
一 半 , 而 SOR 法 收敛 速率 比 GS 法 约 快 2/ Cxh)==51 倍 . 


习 题 


4.1， 用 (a》Gauss 消 元 法 和 (by Cramer 法 则 分 别 求 下 列 方 
程 组 的 数值 解 : 
2. 86z 一 4.7839 十 3. 19x 一 1.375， 
6. 32z 十 2.477 一 5. 64z = 4, 12， 
3.037 一 5.9137 十 1.553xz 一 1.362. 
《hb) 中 行列 式 的 计算 采用 凝聚 法 (网 3. 3.4 节 ). 


= 1.0718， Pl) 一 0.0718 < 1， 
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4. 2. 求 下 列 方程 组 的 数值 解 光 2 

DO. DO0 O03 0.213 472 0.322 147 | | 全 D0. 235 262 

0. 215 512 0.375 623 0.476 625| |y|= |0.127 653|. 

0.173 257 0.663 257 0.625 675| Lz 0. 285 321 

解 : 用 6 位 数 计算 器 ,采用 全 主 元 消 元 法 , 选 0. 215 512 为 主 
元 ,请 元 法 第 一 步 得 


0,215 512 0,375 623 0.476 625| fz 0. 127 653 
0 0. 213 467 0.332 140|1y| 一 |0.235 260|. 
0 0. 361 282 0.242 501j Lz 0. 182 697 
再 次 选 0. 361 282 为 主 元 , 消 元 法 第 一 步 得 
0.215 512 0.375 623 0.476 625| | 0. 127 653 
0 0. 361 282 0.242 501 lly|= |0.182 6971. 
0 0 0,188 856| |z 0. 127 312 
回民 求 得 
= 0.674122, y= 0.053 2050，z 一 一 0.99t 291. 


若 将 方程 中 数值 看 作 准 确 值 ,至 10 位 数 的 结果 是 
2 = 0.674 121 4694， ?一 0.053 203 933 91 ， 


工 一 一 0.991 289 4252. 
由 此 可 见 , 上 述 计 算 相 当 准 确 . 
然而 ,如 果 不 对 主 元 进行 选择 ,分 别 得 
0. 000 003 0.213 472 0.332 147|] [zx 0. 235 262 
0 一 15334.9 — 23860.0|1y|= |!— 16 900.5|, 
0 12 327.8 一 19181.7j Lz 一 13 586,. 6 


二 乱 考 : J 再 Wilkinson, The Algebraic Eigeroalue 和 -oilerr，Ciayenden ， 
Oxford, 1965, p. 216, 

全 和 参考: 转 引 自 A. SS. Deif, Advanced Matrir Themy for Seieniigs and 
Engimetrss Abacus Press, London, 1982, p. 61. 


0 


0. 000 003 -0.213 472 0, 332 147 工 0. 2345 262 


0 一 15 334.9 一 23860.0 ||y!= |— 16 900.5|, 
0 0 一 0. 500 000 一 0. 200 00 
z= 0.400000, y= 0.479723,， z= 一 1.333 33; 
结果 非常 差 . 


由 上 述 对 比 可 以 看 出 , 消 元 法 中 主 元 选择 的 极端 重要 性 ， 
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第 5 章 矢量 与 张 量 分 析 


5.1 矢量 与 张 量 的 定义 


我 们 知道 ,一 个 矢量 * 可 通过 非 奇 异 线性 变换 4 而 变 为 另 一 
个 天 量 ”用 数学 式 表示 , 即 
XX y= Ar: 


这 种 变换 同时 具有 加 性 和 齐 性 , 即 , 若 


XY yy, xX y", 
到 有 
二 XI-y 二 yy 《加 性 ) 
必 ay', 《 齐 性 ) 
因而 称 为 线性 的 ， 


数学 家 及 物理 学 家 总 喜欢 对 已 有 概念 加 以 推广 ,他 们 将 矢量 
推广 为 这 样 一 种 数学 量 , 它 们 当 坐 标 变换 (所 谓 坐 标 变换 , 妈 当 x* 
一 ?一 4r 时 ,可 将 非 奇 蜡 线性 变换 4 想像 为 代表 坐标 变换 ?时 ,从 
一 个 量变 成 另 一 个 量 ,这 一 变化 仍然 共有 加 性 和 章 性 , 即 仍 具 有 线 
性 性 质 . 数学 家 将 这 种 数学 基 称 为 张 量 ,而 矢量 即 为 张 量 的 简单 情 
形 . 主要 观念 是 : 矢量 与 张 量 均 由 其 相对 于 某 类 非 奇 异 齐 次 线性 
变换 群 的 变换 性 质 也 以 定义 ， 

用 数学 式 表示 
这 里 变换 系数 .er 由 坐标 变换 4 确定 , 即 其 分 量 为 sas 的 有 限 次 
积 . 这 种 变换 是 非 奇 蜡 线性 变换 , 即 当 变换 时 ,= 维 空间 述 是 变 到 > 
维 空间 ( 换 句 话说 ,只 是 坐标 变换 ). 而 且 还 具有 下 列 性 质 , 车 
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上 二 (yy {ry} ‘yy 


DP, PP, 


刚 有 
: 站 二 一 路 十 避 ， (加 性 ) 
1 外 一 9， ( 齐 性 ) 
妈 变 换 具 有 线性 性 质 ， 


5.2 Descartes 张 量 


Descartes 张 量 , 即 直 角 坐 标 系 中 的 张 量 , 它 是 Euclid 空间 中 
相对 于 正 交 群 D.(R)? 而 定义 的 张 量 . 几何 意义 上 说 , 当 坐 标 系 作 正 
交 变 换 时 , 张 量 具有 加 性 和 齐 性 , 即 具 有 线性 性 质 . 换 句 话说 , 张 量 
方程 的 形式 不 因 坐 标 变换 而 改变 ,也 就 是 与 坐标 的 选择 无 关 . 


5.2.1 正 交 变 换 


对 于 正 交 变换 (和 参见 2.5 节 ) 
TXT— y= Rr, 
RR 一 RR 一 1 或 R-! 一 RK， 
可 以 证 明 
detR = |RI 一 土 1， 
因为 对 1 二 RR 取 其 行列 式 , 得 到 
1 一 |RI: |RI 一 |R|’, 
IR| 一 土 1. 
其 中 |RI= 一 1 代表 反射 ,|RI= 十 1 
代表 转动 . 
例如 ,坐标 系 绕 xs 轴 ( 垂 直 于 纸 而 
向 上 ) ,转动 4 角 ( 如 图 ) 的 变换 窍 阵 为 


CS 如 sing 0 
Ry, 一 | 一 Sin 有 cosd 0|, |IRu|=1:; 


0 |] ] 
1 一 TCOSF 十 Xosing, 
一 -一 TSIN 二 TCO038, 
.3 一 二 3， 


注意 ,使 矢量 转动 8 角 的 变换 矩阵 为 Rs. 

另外 ,坐标 系 对 MOzxs 平面 (与 w 
zixzs 平面 夹 角 ae) 作 反 射 ( 如 图 ) 的 变换 
矩阵 为 


COS2a sin2a 0 
Ri = |sin2a ~ Cos2a ， 
0 0 1 0 

| Krer | 一 一 1] + 
431 一 了 ICOs2a 十 Tssin2a, ~\ 
Yz 一 TSiIN2a 一 XtOs20, \ 

加 各 

Ya 一 证 3。 


同时 注意 到 ,RiCa) R(tB) 一 Rauf28 一 al)7， 即 两 次 反射 等 价 于 
一 次 转动 . 
s. 2. 2 Descartes 张 量 

(C1) 一 阶 Descartes 张 量 -一 一 矢量 

对 于 坐标 变换 (为 了 方 全 , 下 面 直至 5. 4 节 均 用 4 表示 正 交 
恋 换 ) 

tr-—= y= Ax 或 二 Dj amr 
Descartes 一 防 张 量 站 的 变换 规则 与 之 相像 
VV — VV, = Ga 全， 


故 亦 称 矢量 . 
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位 矢 x 


tr 


rT = Cr Ts 3 
r 一 (Cyr ya), 加 
满足 和 一 > aas 它 是 Descartes 
一 阶 张 量 的 原型 . 
(2) 二 阶 Descartes 张 量 , ， 
二 阶 张 量 的 变换 规则 是 
名 tx) 
一 anarDu, 
它 共 有 个 分 其 . 
并 突 六 是 一 阶 Descartes 张 量 的 原型 ， 天 为 
更 ， 一 CF Fr) 一 一 Pr 1 = Ty 9 


[| 


,= yy 一 人 Dy out) 2 47) 


一 Dy aanzerr 一 5D asar®. 
(3) 三 阶 及 高 阶 Descartes 张 量 
三 阶 张 量 的 变换 规则 是 


$,, = 一 2 ra Do 
它 共 有 wm 个 分 量 . 更 高 阶 张 量 可 依 此 类 推 . 
《4) 零 阶 张 量 一 一 标量 
零 阶 张 量 称 为 标量 ,有 


Cy 下 学 3 


PP 二: 
即 在 坐标 变换 下 保 持 其 数值 不 变 , 故 又 称 不 变量 . 
例如 ,位 矢 > 长 度 的 平方 是 其 原型 ,因为 在 正 交 变换 下 有 


2 = 2 
综 上 所 述 可 以 看 出 ,标量 、 秋 量 和 张 量 仅 在 量 上 不 同 , 质 上 并 


无 不 同 . 
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5.2.3 Descartes 张 量 的 例子 


《1 应 力 与 应 变 

应 力 定 疼 为 作用 于 固体 单位 面积 上 的 力 , 它 涉及 面 元 法 线 与 
力 两 矢量 之 方向 , 需 用 二 阶 张 量 表示 . 如 在 Descartes 坐标 系 中 ,rr 
表示 作用 于 与 x, 轴 垂 直 的 面 元 上 沿 j 方向 的 应 力 . 

物 蛋 中 的 产 力 产生 应 变 或 形变 . 形变 前 后 强 元 ds。 和 ds 之 间 
有 下 列 关 系 


人 TL 吕 
ds* = drt 一 > St td rodr,, 
i 


Or DT, 
一 dss 十 2 > edzradroj, 

其 中 所 引进 的 二 阶 对 称 张 量 ei, 称 为 应 变 张 量 ， 

在 小 形变 时 , 产 力 与 应 变 之 间 有 Hooke 定律 

Ti 一 2 amenu 

这 里 引进 的 四 阶 张 量 cjw 称 为 弹性 张 最 . 可 以 证 明 , 由 于 对 称 性 ,最 
多 可 有 21 个 独立 分 量 ; 面 对 具有 立方 对 称 的 晶 悼 , 则 仅 有 3 个 独 
立 分 量 . 

《2) 介 电 极 化 率 和 压 电 张 量 


当 有 电场 召 作 用 于 晶体 时 ,在 其 中 产生 电极 化 , 对 于 各 向 异 
性 固体 ,在 弱 场 下 ,电极 化 强度 P 与 电场 强度 EE 之 间 有 下 列 关系 


局 = 2 KriE,, 
其 中 义 , 是 二 阶 张 量 , 称 为 介 电 极 化 率 张 量 . 


压 电 鼎 体 在 外 应 力作 用 下 会 产生 电极 化 . 在 弱 应 力 下 ,电极 化 
强度 Pi 与 应 力 张 量 raw 之 间 有 下 列 关系 


Ff 一 六， 
其 中 da 是 三 阶 张 量 , 称 为 壬 电 张 量 ,一 般 仅 有 1%8 个 分 量 . 
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《3) 转动 惯量 
质点 系 作 为 刚体 转动 的 总 角 动 晤 为 
王 一 了 > ra[r。 xX {WX rl] 


一 Sy mEriew — rlrs 6), 


其 中 m 是 < 质点 的 质量 ,r 是 其 相对 于 质心 的 位 矢 ,而 名 是 角 束 
度 ; 或 者 写成 分 量 形式 为 


工 ; 一 Dy Toi 
其 中 了 工 ; 是 转动 惯量 张 量 
fi 一 > moLrs6,, TT Cra yi Crs), | | 
这 里 8 是 Kronecker 8 符 导 . 


5.3 Descartes 张 量 的 运算 


s,. 3.1 张 量 的 线性 相 加 
两 个 同 阶 张 晤 四 入 可 以 线性 相 加 
A 二 A 和 ~ 989, 
结果 所 得 日 为 一 同 阶 新 张 重 , 这 里 4 和 产 是 标量 系数 . 
证 : 张 量 的 线性 相 加 指 相 应 分 量 的 线性 相 加 ,因为 张 量 当 坐 
标 变 换 时 具有 线性 性 质 , 所 以 好 十 my 也 是 一 个 张 量 , 例如 
| 全 十 天 客 ， 一 六 ， 人 有 理 十 下 史 ，) ， 


Cy Cy 


即 他, < > ， Hp "i = arr 


$. 3.2 张 量 的 相等 


两 个 同 阶 张 量 , 当 且 仅 当 其 所 有 对 应 分 量 均 相等 时 , 则 称 此 两 
张 量 相等 ; 即 
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5.3.3 零 张 量 


各 阶 张 量 都 有 全 部 分 量 均 为 零 的 零 张 量 . 例如 ， 
一 阶 零 张 量 0 一 (0,*1 ,0)7 或 8 一 0， 
一 阶 零 张 量 0 一 0， 


r 阶 零 张 其 0。。 一 0. 
同时 注意 到 ， 


如 , 奉 一 张 量 在 任 一 坐标 系 中 的 全 部 分 量 为 零 , 则 它 在 一 切 坐 标 系 
中 的 全 部 分 其 均 为 零 . 


s. 3.4 单位 张 量 
二 阶 单位 张 量 定 义 为 


2, 一 ry 
在 三 维 空 间 中 可 写 为 
1 一 让 十 六 十 夏 ， 
其 中 j,k 为 在 xz、y、x 轴 方 向 上 的 单位 矢 ; 故 又 称 单位 并 矢 . 显然 
有 


(3 


了 ,一 > Ga 了 一 asiaBu 

一 Sanan 一 (44T) 一 9 
印 在 (zx 坐标 系 中 的 变换 为 (y) 华 标 系 中 的 8 

例如 ,压强 就 可 用 单位 张 量 来 表达 ,因为 法 线 方 向 为 x 轴 的 
平面 只 有 zz 轴 方 向 才 有 压强 p ,其 他 方向 都 等 于 零 , 所 以 
p= pil, 

Pp 为 压力 张 量 . 
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s.3.5 张 量 的 缩 并 
一 个 张 量 甸 .o. 与 单位 张 量 的 肉 积 定 尺 为 


站 果 是 一 新 张 量 ,其 阶 数 减少 2 阶 , 又 称 张 量 的 纺 并 ， 以 2 Bu 为 
例 , 显 然 有 


Cy) 


2 Bu 二 2 Dasaman Dim 


im 


一 SY a6 Bio 《 > ， am 一 Urmm 


| 


[| 


一 D402 Di 
表明 经 过 缩 并 后 的 > iw 为 一 阶 张 量 即 矢量 . 


5. 3.56 张 量 的 乘法 


同 阶 或 不 同 阶 的 两 个 张 量 可 以 相 莱 ,其 积 仍 为 一 张 基 ,其 阶 数 
为 两 张 量 阶 数 之 和 . 这 种 乘法 称 为 张 量 生 法 ,所 得 之 积 有 时 称 为 直 
积 或 外 积 . 例如 ,二 阶 张 量 四 与 三 阶 张 量 Y 的 张 基 积 为 五 阶 张 量 
日 , 记 为 
DF= 日 或 Pi = Him. 


注意 到 
Cy) Lr ly 
iNma 一 i Tum 
[| 
一 Panan Du Donan Yo 
(Tt) 
一 >. 如 GAGE Pa pr) 
由 
(ty 
一 >) A pl mg hk por 
下 
即日 是 五 阶 张 量 . 
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5.3.7 张 量 的 缩 羔 


同 阶 或 不 同 阶 的 两 个 张 其 相 乘 时 , 若 各 有 一 指标 相同 并 对 之 
求 和 , 则 称 为 张 量 的 编 乘 ;结果 仍 是 一 张 量 . 张 量 的 缩 乘积 又 称 张 
量 的 内 积 或 标 积 ,其 阶 数 为 两 张 量 阶 数 之 和 减 2 

例如 ， Dim Din，3) Bi 等 缩 乘积 都 是 三 阶 张 
量 ;但 是 要 注意 到 ,由 于 被 缩 并 指标 位 置 的 不 同 ,它们 是 不 同 的 张 
量 . 

一 个 二 阶 张 量 多 ,经 过 缩 并 后 为 一 标量 > gw- 例如 ,对 于 并 矢 


全 一 ab, 则 有 2 P= >》 aa 一 在 "5, 称 为 失 量 a 和 5 的 标 积 或 内 


积 , 下 面 再 举 几 例 : 
例 一 ; ! 一 下 十 万- 十 下 大， 
| -了 -一下 "和 十 了 Fr 十 天。，F 
一 2 十 yy 十 碟 z 一 严 
例 二 : 并 矢 中 = 配 与 矢量 e 的 内 积 有 
Dem—abre = a bc, 


ec:D=e*ab=( ea)b, 
上 


它们 是 不 同 的 矢量 . 
例 三 ; 设 有 并 矢 直 一 gab 和 于 =ead,@ 与 ¥ 作 二 次 缩 匀 后 有 
太平 一 上 3 一 Padbacndi 一 下 ， 


它 是 一 个 标量 . 
5.3.8 张 量 的 导数 


对 于 正 交 蛮 换 
Ji 一 >， 他 证 
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由 于 44 一 1 或 4-: 一 4, 所 以 有 道 变换 
光一 > ar 
因此 有 下 列 求 导 关系 
器 
一 2 2 六 一 之 ar Br 
本 全 和 
对 于 标量 场 ?= p ,容易 求 得 
六 Ey) 已 try 
By 7 2 BE? 
即 部 是 一 矢量 . 它 称 为 p 的 梯度 ,一 般 记 作 Vp 或 gradg 
对 于 张 量 场 互 …, 偏 导数 35../9zx; 板 成 一 张 量 ,其 阶 数 比 
,的 增加 一 办 现 以 二 阶 张 量 Bm 为 例子 以 证 明 . 


多 一 3 Doren $n) 一 i (Darn) 


DYys 


一 ara 把 - 中 
所 以 ,Be 名 是 三 阶 张 量 . 
另 一 方面 , 失 量 场 Vi 的 偏 导数 3V,/3zxj 是 张 量 , 它 经 缩 并 后 
D9Vi/3zx; 是 标量 , 称 为 矢量 V 的 散 度 , 记 作 V 。V 或 divy, 即 


div¥ = 之 ; Se. 
类 似 地 ,对 张 量 场 证 。… 求 散 麻 的 结果 : 
div,®,. = Be 
Drs 


是 张 量 , 其 阶 数 比 有 -减少 一 阶 - 这 里 应 该 注意 ,所 得 张 量 会 因 被 
缩 并 指标 不 同 而 芥 . 
现在 引进 缩写 记号 3V;/3zj 二 V,,j;, 即 用 带 呈 后 的 指标 表明 对 
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可 分 别 写成 


多 ry 


一 ary, La 


[和 Czy 


,a 一 人 > ooavae 昌 wor， 


divY 一 DV 
div,$ = 2 Dom ri 


5.3.9 张 量 方程 


有 了 以 土 关 于 张 量 的 各 种 代数 运算 法 则 ,现在 可 以 写 出 , 例 
如 ,下 列 张 量 方程 
My + 0 = 0. 
上 其 栖 例 子 如 
Fo— ma = 0, 
T— (ED+ HB)— (ED+H. BY. 


应 该 注意 ,一 个 方程 中 每 一 项 的 张 量 阶 数 应 该 相等 ， 
s.4 对 称 和 反对 称 张 量 


5.4.1 张 量 指标 的 置换 


张 量 指标 的 置换 构成 另 一 张 量 . 


例如 : 入 .ww 一 更 .也 是 一 张 基 . 利用 5. 2. 2 节 定 义 的 对 称 性 
即 可 证 明 . 因为 


fm 《下 


二 .... 一 >, -2 


py 


当 j 与 i 对 换 后 上 式 仍 满足 张 量 的 定义 条 件 ,所 以 .ij… 也 是 张 
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量 . 
又 例如 ; 惩 .一 下 -ee 表示 指标 hm 的 一 个 轮换 (Chlm) ,也 
是 一 张 量 . 因为 


本 | 
PD on 二 >) pmre .por 4 


经 轮换 (kim) 后 上 式 仍 满足 张 量 的 定义 条 件 , 所 以 钊 .ww… 也 是 张 
量 . 


另 一 方面 ,如 果 在 (zx) 坐标 系 内 钾 ..… 一 多. , 则 有 


Cy 【 工 ) 


my 


BD. 一 > nk 更 


也 就 是 说 ,在 任何 坐标 系 都 有 
省 一 Dg.. 各 


对 于 秆 .4 一 一 睾 .wu 的 情况 也 是 如 此 . 所 以 ,有 下 一 小 节 的 定义 . 
5. 4. 2 对称 和 反对 称 张 量 


《1 对称 和 反对 称 张 量 的 定义 
若 张 量 中 (相对 于 某 些 指标 的 置换 7) 具有 性 质 
中 一 由 或 = 0， 

则 相应 地 称 由 为 (相对 于 这 些 指标 的 7 对 称 张 量 或 反对 称 张 量 . 

按照 5.4. 1 节 , 四 同 祥 是 张 量 , 而 按照 5. 3. 9 节 可 建立 张 量 之 
图 的 方程 ,所 以 ,上 述 关 于 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 定 光 是 恰当 
的 . 

这 里 顺便 指出 ,就 地 指 标 而 言 , 对 于 对 称 张 其 

入 = Py, 

而 对 于 反对 称 张 量 
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(2) 对 称 张 量 的 例子 
QD 对 称 并 矢 ( 源 型 : 
必 一 普 ， Bl Bu=zxrs 
0 一 rr-Hrr， 即 By! tl. 
是 质点 系 的 转动 惯量 张 量 : 
I, = > mae[r2B — ro)i(re))]. 


(3) 反对 称 张 量 的 例子 


x 十 > [LE] x 
QD zxa | 1 ,的 所有 2 阶 子 式 作为 其 分 量 
ZT A 
所 构成 的 张 量 中 : 
办 一 是 二” 一 XX ， 或 
(Ty rr i tt zk 
By 一 研一 TT 一 ， |， 
TX 


称 为 二 慎 矢 量 , 是 二 阶 反 对 称 张 量 的 淹 型 . 特 
蜀 是 在 三 维 Euclid 空间 中 , 它 表 示 右 图 所 示 芍 定向 面积 . 
包 类 似 地 ， 


Tr i TT 
Cr ， 
二 -全 人 Tr 


TT 
= det[ 2 21 ,xm 
称 为 三 重 矢量 ,是 三 阶 反对 称 张 量 的 原 
型 . 特别 是 在 三 维 Euclid 空间 中 , 它 表示 
右 图 所 示 的 定向 体积 . 


1]04 


5. 4.3 全 反对 称 张 量 : 琳 张 是 


对 所 有 指标 中 两 个 指标 的 对 挤 均 为 反对 称 的 张 量 称 为 全 反对 
称 张 量 . 

《1) 夺标 量 

r 维 Euclid 空间 中 的 = 阶 全 反对 称 张 量 , 其 原型 为 det[x’， 
x ,x ], 于 是 ， 


[| 


Dp pp, = det[Cz srr see sz] 
= sgn pi1 p3 。 det[z zr Tt ]， 
1 2 nn 
或 者 更 一 般 地 ， 


pr Ps pp» 
2 隔 且 时 更 


这 是 质 标 量 . 
首先 用 3 维 空间 作为 例证 


) 
Pim — Ly YY ym] 


| ， det[y, ys 35 ]， 


= sgn 
六 nm Nr 
1 J 2 a dy Ada| | 21 1 1 
时 Fr 由 
Ye Ya Ys A fz dz3| |r Ze Is 
F vy 上 i 入 
3 了 3 Ys 31 Hs Ha [x Za Xs 

得 到 


det[y' ,yy | = FAldet[z’ ,7",x* |]. 
因为 对 于 正 交 变换 有 |4|= 土 1, 所 以 


对 于 普通 的 标量 pp, 总 有 
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《了 tT} 


PP 
即 ?的 前 面 永远 是 正 导 ,而 Bs 有些 像 标量 ,其 绝对 值 不 变 , 但 又 
有 些 不 同 , 它 可 能 变 号 . 所 以 称 它 为 须 标量 . 


因此 ,体积 是 咕 标 量 . 
现在 再 来 证 明 一 般 情 况 . 对 于 
Cx) Cr) pr 7 pr, 
中 一 Vsgn | ， 
] 2 六 
所 是 
《3 (zy 
Bi 一 2 ip ipe Grp, DD ppoep, 
pp 
2 + A Cx 
4 不如 换 Pl pp: 7 Fp 
11 zn fr) 
一 sgn 4 区 或 0， 
1 nn 


后 一 结果 是 由 行列 式 的 定义 3.1 和 性 质 3. 2 得 出 的 . 因此 ， 


Cy) (yr) fl 
i = sgn ， 
" nn 
CyY try 
即 间 一 |4|Y， 


由 于 141 一 士 1, 所 以 这 是 膜 标量. 
下 面 介绍 一 个 柄 标量 es , 当 志 ; ps, 为 1,2,-… ,的 
侦 置 换 时 其 值 是 十 1, 为 奇 置换 时 其 什 是 一 1, 其余 一 切 分 量 均 为 
0, 这 就 是 在 前 面 定义 中 取 下 一 1 的 情况 , 即 
tx) i Ps rr pn 


| Lz) 
下 1 Cdet A) > lp A2pe “Grp, [3 站 rr 和 
Pr 
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1 Pp: 
2 


D1 
ip OT2ps "ap 
1 


一 《det A) > sgn A 
A 1 


一 《det AY? = 1, 


因为 iw 也 是 全 反对 称 函 数 , 其 分 量 也 是 取 值 0, 士 1, 所 以 ， 
Epp.…p 是 在 一 切 坐 标 系 中 均 具 有 相同 分 量 的 寿 张 量 , 称 为 Levi- 
Civita 符号 或 Levi-Civita 赂 张 量 . 

利用 Levi-Civita 符号 ,对 于 3 维 Euclid 空间 ,可 使 很 多 数学 
公式 的 书写 得 以 简化 . 例如 ，; 

QD 二 拓 莉 的 冬 积 可 瑟 成 人 X 门 ,一 Dy Simtisvns 


往 
@ 矢量 的 旋 度 可 写成 (VXr), 二 ews 
共 


曲 角 动 量 分 量 之 间 的 对 易 关 系 可 写成 
2 一 一 

以 上 会 式 中 的 5 代表 ,yz 中 的 任 一 个 . 

(2) 慎 矢 量 

n 维 Euclid 空间 中 的 wn 一 1 阶 全 反对 称 张 量 , 其 原型 是 由 闫 X 
G 一 1) 惩 阵 Le xx 1 的 一 1 阶 子 式 作 为 其 分 量 所 构成 的 张 量 
几 : 
有 1 一 det[Lzw， pn 9 :Tp 
1 + nl 
Pi i pl ps 


上 tn—1} 
和 det Lx, a 人 | 了 ]， 
一 


这 里 9 <ez<…<9。 1 或 者 更 一 般 地 ， 


Cz) 


= sgn 


Pl"™Pa—1 


= sgn 


pi 申 中 四 pn 
这 是 履 天 量 , 因 为 矢量 前 带 有 正 负 号 . 

普 先 用 三 维 空间 作为 例证 ， 由 
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了 上 
JY; 二 > Th 9 
上 


Fe 时 


r 和 
YY 二 > ik HTT 9 
A 
r 时 


上 ny 了 是 
DN 一 > apaarXp 7 一 六 GAGETIEE ， 
Er A 


1 rr 


了 rr rf rr 
Vy i 本 >，GekGRKERT 一 TT 
卡 


因而 
ty) Cry 


四, 一 > Cpa -一 Qi 
由 上 式 显 然 看 出 , 当 i1 二 或 上 =? 时 ,右边 为 零 ; 所 以 可 取 (ijn) 种 
ty) Cy 区 LE 3 
(hlm) 为 (123) 的 侦 置 换 . 于 是 , 令 外 ,一 ,, Bu 一 守 。, 并 有 
Canay 一 dam = Am 点 pp> 一 > 3 
A mr 


同时 注意 到 


~ A 
— 一 一 一 1 


4 一 (det Ja 

最 后 得 到 
名 .4 光 。 -Cdet A) ia 区 
由 此 可 见 , 腰 矢 量 与 普通 矢 重 之 区 别 在 于 坐标 变换 时 前 面 多 了 一 
个 因子 det 4. 蛙 矢 重 义 称 轴 矢量 . 

例如 ,数学 中 两 矢量 的 矢 积 和 曲面 的 法 线 , 物 理学 中 的 磁场 强 
上 度 , 磁 感应 强度 、 磁 化 强度 、 角 动量 等 均 是 大 矢量 . 

现在 再 来 证 明 一 般 情 癌 . 对 于 


于 是 
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心 
| 
让 
~ 
人 
坚 


I 
0 
入 
> 


] 天 4 
nsEn p 、 更 


I aas 了 t 和 了 
而 ps 


Ds 
Ff] i + PI" Pn—y 


* Gp a pe 1 玫 ， 
加 Lx} 
-senl1 a 
f inf 人 
] 迷 Cr) 


= (det Asen| 


il CE tn 四 


ti1 fs 


(yy 1 …" +# 
一 多 sen| 


Cy (x) 
壕 , 二 {det A >») du 
i 


《3) 骨 张 重 
一 般 ,n 维 Euclid 空间 中 的 n 一 r 阶 全 反对 称 张 量 称 为 > 阶 膝 
张 量 . 
-和 阶 帮 张 量 更 .的 变换 规则 是 
汪 = (det A) > a a 
《4) 关于 厦 张 量 运算 的 性 质 
关于 巍 张 量 , 不 难 证 明 以 下 开 点 结果 ， 
. 两 个 同 阶 厦 张 量 之 和 或 差 仍 为 厢 张 量 . 
. 一 张 重 与 一 用 张 量 之 积 为 采 张 量 . 
两 个 硅 张 量 之 积 为 张 基 . 
腹 张 量 经 缩 并 后 仍 为 岩 张 量 , 
， 慎 张 量 对 zx; 的 偏 导 数 是 帮 张 量 、 


nt 


109 


5.5 二 Euclid 张 量 


如 果 常 系数 线性 谈 换 
训 
3 一 > ea {z= 0,1,2,3) 
二 = 
保持 
一 下 十 并 十 如 十 2 二 一 各 十 加 十 各 十 


为 不 变量 ,这样 的 变换 可 称 为 厦 正 交 变 换 . 若 令 x, 二 ixo, y= 二 iyo， 
则 化 至 以 前 考 谍 过 的 情况 ， 

TI 十 Zz2 十 2 十 下 一 和 十 生 十 93 十 43 
因为 有 一 个 虚 坐 标 zx, 天 以 (zx,Xx3 7T4) 的 空间 称 为 用 Euclid 空 
间 , 而 相应 线性 变换 


4 
yy 一 Da, (FC 1,2,3,4) 


可 认为 是 用 Euclid 空间 中 的 寿 正 交 变 换 5 系 数 可 取 复 数值 ). 应 该 
注意 到 ,Minkowski 四 维 时 空 (zs 一 izo= 一 ic 中 的 世 orentz 变换 就 
是 这 星 所 指 的 最 主要 情况 . 
在 膝 Euclid 空间 中 的 张 量 , 称 为 厢 Euclid 张 量 ,其 分 量 凡 含 
有 候 数 (包括 0) 个 指标 4 的 为 实数 而 含 奇数 个 指标 4 的 为 纯 虚 
数 . 例如 ,对 于 二 阶 帮 Euclid 张 量 中; 
DD Be PD Bl, 
By Pe Bs 
By Bs Bs Ba 
i 
其 中 DL, :Pz » Da :Pu "uz : 币 是 虚数 ,其余 (包括 下 ,是 实数 . 
在 相对 论 中 ,采用 Minkowski 四 维 时 空 ， 
《zol 一 《ctyzryyz) 或 
CHI ra Tr) = Cr yt), 
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四 维基 是 是 四 雁 时 空中 的 矢量 . 鲍 如 ， 
(1) 四 维 势 矢 量 


CA sd) ~ 人 ,AA,,A. 或 


CAisAzss Ass A) 一 (44 Aip/c)， 
其 中 4 二 (C4,,4,,A:) 是 矢 势 ,p 是 标 势 ,c 是 真空 中 光速. 
《2) 四 维 流 密度 矢量 
Cjorjivjarjs) 二 tocvjirjysji:) 或 
《jj = Cfrs jy jes lo), 
其 中 癌 是 电荷 密度 ,7 一 (六 ,六 7) 是 电流 密度 矢 其 
所 谓 6 矢 量 就 是 四 维 时 空中 的 二 阶 反 对 称 张 量 , 它 的 6 个 不 
为 0 的 独立 分 基 分 别 表示 电场 强度 五 和 磁感应 强度 B. 写成 张 基 
形式 为 
Fo Fo Fo Fos 
Fo Fa Fo, Fs 


Ch 一 。 

Fo Fy Fys zs 
Fs Fy Fy Fs 

0 — iE, — iE, ~ LE, 

c c c 

1 

1lE. 0 B, —B, 

[A 

1 用 
一 五， TT B. 0 B. 

到 

1 

iE BB, —B, 0 

[二 

A HA, dA 994, 


=a 一 一 rT. 了 ,一 — 
其 中 下, ar Fs {rio 112.3), Tio Br, dro 


= FF, Co 
1II 


(下 .一 天 2 Fs Da Fa 
1 Fs Fs Fy 
41 Fi Fa Fn 
0 B, —B, 一 下 rc 
一 五 。 0 B:. ~— liE,/c 
0 ~ig./c|’ 
jp, iE je iE ie 0 
其 中 Ra Bi Fw 《Ho 一 1 2，3，4)- 


s.6 广义 坐标 变换 下 的 张 量 "“ 


迄今 所 讨论 的 Descartes 张 量 ,是 在 Euclid 或 习 下 uclida 空间 
中 站 舶 坐标 系 的 正 交 侄 换 十 天 定义 的 张 量 ; 因 为 系数 au 与 坐标 
xin 无 基 , 所 以 ,不 同 点 的 矢 基 可 子 以 相 加 或 相 减 , 称 为 自由 
矢量 . 但 是 ,在 广义 坐标 变换 下 ,情况 不 再 是 如 此 ,因为 这 里 的 变换 
系数 和 逐 点 变化 ,所 以 ,只 有 隶属 于 同一 场 点 的 天 量 蚂 张 量 才能 进行 
代数 运算 . 


5.6.1 广 闵 坐标 变 搜 


现在 考 碟 广义 坐标 变换 , 为 了 需要 和 方便 ,首先 引进 新 的 记号 
和 约定 . 

设 zz 和 YVR) 空间 中 PP 点 的 了 两 
组 坐标 ,以 后 分 别称 为 旧 坐 标 和 新 坐标 (注意 ,这 里 1 ;2;…,n 仅 为 


中 ” 束 桓 武 ,祝贺 申 : 《理论 物理 基础 } ,北京 大 学 出 版 社 ,北京 ,1993. 该 书 第 14 章 
习题 14- 1 一 14. 7 有 简 图 所 要 介绍 . 

加 参考: A. W. Joahi, Matrices and Tensors in Phynicss 2nd ed. , Wiley, New 
York, 1975. 
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上 标 , 非 指 其 释 ) ,它们 有 下 人 列 函 数 关 系 : 

2 xr) (A), 

XT (rT (Ran); 
称 为 广 迷 坐标 变换 或 双 连 续 变 换 . 这 里 及 以 后 常 将 1 委 pSa lssa 
< 之 类 条 件 略 去 . 对 上 面 二 式微 分 得 到 


to to 
dx" = 5D) Eider = Erde’, 
本 


这 里 后 面 等 式 采用 了 Einstein 求 和 约定 . 一 项 中 重复 的 指标 ( 称 为 
仇 标 ,可 换 字 母 ) 隐 含 对 该 指标 的 所 有 可 能 取 值 (从 1 至 wn} 的 求 
和 和 ;相反 ,一 项 中 仅 出 现 一 次 的 指标 ( 称 为 自由 指标 ) 具 有 1 至 的 
任 一 确定 值 . 

应 该 注意 到 ,广义 坐标 变换 中 x* 与 x 之 间 的 关系 一 般 为 非 
线性 关系 ,但 在 某 一 场 版 邻 域 的 微分 关系 则 是 线性 的 . 再 一 点 是 ， 
这 里 隐 售 下 列 Jacobi 行列 式 不 为 零 


Ox yr si" ) 等: | 
OCT ll, ,Tr ) 一 det 7 站 瑟 0， 
OC ys) 芭 | 
B(xlyr sr) det sb 关 0， 


即 坐 标 变换 在 该 场 点 是 非 奇 异 变换 ,因而 可 道 . 
许 时 ,由 于 zz 是 相互 无 关 的 ,zf 也 是 相互 无 关 
的 ,所 以 
1 若 关 = 一 由 
0 车 六 关上 vi 
1 车 a = 6， 
dr Ss \, 荐 a 关 pi; 
这 里 六 ,1 是 天 ronecker 8 符号 .注意 到 ,分 子 上 的 指标 作为 上 
标 , 分 母 上 的 指标 作为 下 标 ;后 面 将 会 阅 明 这 样 书写 的 理由 . 
男 一 方面 , 若 将 x* 看 作 x * 的 函数 , 则 有 
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和 一 训 2 
按 求 和 约定 ,中间 项 隐 合 对 a 求 和 ;类 似 还 有 
Dr Ar 
dr Ors 
现在 可 以 认为 (采用 求 和 约定 ): 


本 2 一 edz 相当 于 一 arty 


即 gz“ 相当 于 y,dzx 相当 于 zs, 相当 于 ai 同时 det {2 | 关 
0 相当 于 det{aw) 关 0, 即 上 述 坐 标 变换 都 是 非 奇异 线性 变换 . 

于 是 ,对 广义 坐标 变换 ,可 依据 同一 场 点 处 其 新 旧 坐 标 系 中 分 
量 的 变换 性 质 来 定义 各 类 型 张 其 .同时 注意 到 ,新 分 量 是 该 场 点 新 
坐标 的 函数 (全 为 带 攻 号 "的 基 ) , 旧 分 二 是 该 同一 场 点 旧 举 标的 
函数 (全 为 不 带 撤 号 的 量 ) ,这 种 冰 数 关系 一 般 不 予 明显 标 出 , 应 该 
指出 ,这 类 张 量 是 广义 相对 论 中 的 主要 数学 工具 . 


5.6.2 反 变 矢量 
广义 坐标 变换 下 , 几 其 分 量具 有 下 列 变 换 性 质 者 : 
ra dr 
4 = gra " 
称 为 反 变 一 阶 张 量 ,简称 反 变 矢量 ， 
若 以 2 和服 上 式 并 对 “ 求 和 ,注意 到 了 -322 一 ## ,于 是 可 得 
出 其 道 变 换 式 
Or rn a 
Br az 2 一 
贞 "” 一 一 az 4 
显然 ,由 
dr'” 一 Gre 


rc" 


可 知 ,位移 dx 二 {dx 和 di)} 是 反 变 矢量 的 原型 ， 对 于 国定 坐标 
系 ,在 其 两 边 同 除 以 dz(z 表示 时 间 ) 得 速度 的 分 景 满足 


to __ Ox" 


= dr 

即 ， 寻 度 也 是 克 变 舌 二 ， 再 求 一 次 对 时 间 的 导数 ,并 注意 到 对 固定 
坐标 系 而 言 ,系数 全 和 -不 依赖 于 时 间 ， 故 得 如 速度 也 是 反 变 矢量 . 
另 一 方 而 ， 应 该 注意 到 ,过 并 非 张 量 的 分 量 . 


5.6.3 标量 场 


广 关 坐标 变换 下 , 知 国 数 pz ,-…,z*) 一 gLP) 具 有 下 列 变 挤 
性 质 者 ( 即 函 数 形式 可 能 变化 ,但 其 在 已 点 的 数值 始终 不 变 者 )， 
2 
称 为 零 阶 张 量 , 箱 称 标量 . 
奉 在 V.(CR)? 空 间 每 一 点 都 附 有 一 标量 , 则 9%=wxz 包 的 标量 总 
体 就 形成 一 标量 场 . 


5.6.4 协 变 矢量 


广义 坐标 变换 下 , 凡 其 分 量具 有 下 列 变换 性 质 者 ; 
A 一 A, 
称 为 协 变 一 阶 张 量 ,简称 协 变 矢量 
同样 可 求 得 其 递 变换 式 为 
如 ty ， 
可 以 证 明 ,标量 场 的 梯度 是 协 变 矢量 . 因为 ,由 8'(z'") 一 
(rz )) 容易 求 得 
az' _ Br” ap 
Or” Br" Orr 
车 令 A 二 3:,4, 一 2 ,它们 的 确 具有 协 变 矢量 的 变换 性 质 , 实 


11s 


T! 


AA, = 


际 上 ,标量 场 在 P 点 的 梯度 是 协 变 矢量 的 原型 . 


现在 看 到 ,22 与 dx” 是 变换 性 质 不 同 的 两 类 矢量 . 前 者 由 变 


换 r(x') 即 zr 一 zp m9 ,3 一 33; 而 来 , 帮 称 为 协 变 ; 且 矢量 


由 与 恒定 坐标 曲面 正 交 的 方向 上 的 分 量 描 述 , 相 应 3x” 出 现 于 分 
母 , 故 用 下 标 表 示 . 后 者 由 道 变换 x“(x") 直 接 求 导 而 来 , 故 称 为 友 
变 ; 且 矢量 由 坐标 增 期 方向 上 的 分 量 描述 ,相应 dx” 出 现 于 分 子 ， 
故 用 上 标 表 示 . 注意 到 Descartes 直 前 坐标 系 中 ,坐标 方向 天 与 恒 
定 z' 面 的 正 交 方 问 巡 合 , 故 协 变 与 反 变 矢量 之 间 的 区 别 消 失 ， 

为 了 进一步 对 比 , 有 来 用 下 列 和 交配 ， 


a Dr _ Bx’ 


pe = Ar” 量 六 Ar'”” 


-一 fa = 


[i 


前 面 已 经 求 得 
Daa=a bp 一 Hp 期 小 = 二 


对 于 Euclid 空间 中 的 正 交 变换 ,B= 二 A~!==A4, 即 8 一 2a6. 所 以 ,在 
Euclid 空间 中 , 反 变 和 协 变 拓 量 或 张 量 之 间 没 有 任何 区 踢 . 


s.6.5 混 变 张 便 


广义 举 标 变换 下 , 凡 其 分 莉 具 有 下 列 变换 性 质 者 : 
Ja 
7 ip dr Drs dri Bel, 

称 为 反 变 ”> 阶 协 变 = 阶 的 混 变 (rr 十 阶 张 量 ,简称 (rs 型 张 量 . 例 
如 : 反 变 二 和 阶 张 量 ( 能 量 动 基 密 度 张 有 量 ) 
dr" Ox mp 
Ox” Or' ? 
协 变 二 阶 张 量 ( 电 磁场 张 量 ) 


Orr Ar 
Pw ~ Brr Bm 


Te 一 


Fs 
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反 变 一 阶 协 变 一 阶 的 混 变 二 阶 张 基 [(,1) 型 张 量 ] 
f Or rE 
“= DOr" Dr' N.， 

区 变 一 阶 协 变 三 阶 的 汤 变 四 阶 张 量 [LQ 32 型 张 量 ] 


可 以 看 出 ,前 面 引 进 的 Kronecker 符号 六 ,是 反 变 … 阶 协 变 
一 阶 的 混 变 二 阶 张 量 ,因为 
dr Or" Or Or Or Or Ar Or’ 
Br? dd dr dradr Dr Drl2 
同时 ,这 也 说 明了 前 面 用 上 下 指标 书写 的 理由 . 


5.7 混 变 张 量 的 代数 运算 ?了 


下 面 考虑 在 空间 同一 点 混 变 张 其 的 代数 运算 . 
$5.7. 1 张 量 的 加 法 和 减法 


若 两 张 量 具有 相同 反 变 阶 数 和 相同 协 变 阶 数 , 则 称 它们 为 相 
同类 型 的 . 
相同 类 型 的 两 个 张 量 可 以 相 加 或 相 减 , 其 和 或 差 与 诛 张 量 为 
相同 类 型 张 量 , 其 分 量 为 两 张 量 相应 分 量 的 和 与 差 . 例如 ， 
CC 


两 个 张 量 , 当 且 仅 当 它们 为 相同 类 型 , 且 其 所 有 对 应 分 量 均 相 
等 时 , 则 称 此 两 张 量 相 等 , 即 
A 一 
才 参考 , A, W. Joshi, Matrices ad Tensors in Physics, Znd ed ; Wiley, New 


York, 1975. 
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各 类 型 张 量 都 有 全 部 分 量 均 为 零 的 堆 张 量 . 显然 , 若 一 张 量 在 
任 一 坐标 系 中 的 全 部 分 量 为 零 , 则 它们 在 一 切 坐 标 系 中 均 为 零 . 


5.7.2 张 量 的 缩 并 


对 一 个 混 变 张 量 , 若 令 其 一 对 上 下 指标 相等 ( 即 对 之 求 和 ) , 称 
为 张 量 的 编 并 ; 缩 并 一 次 , 张 量 的 反 变 阶 数 和 协 变 阶 数 各 闫 少 一 
阶 . 例 好 ,53.2 型 ) 张 量 A 必 中 若 令 p= 二 4, 则 缩 并 为 
A = AY = Cr, 
它 是 (2. 1 型 张 其 ( 即 反 变 二 阶 协 变 一 阶 的 混 变 三 阶 张 量 ), 的 确 ， 
Dr Or Br'’ Dr” DOr’ 


ter rap de dm 

Cr 二 A = Ar: rr Br dr'” Em 
— dr" Or” ar PA 
dr dr" Dr? im 


_ Or Or Dr” ,yw 
Dr’ 加 了 Or” ~ 


_ 9r' Or’ Ar” 
dr* dr’ Ar'? 
这 里 用 了 一 8? 
显然 , 张 量 缩 并 可 有 名 种 方式 ;例如 , A、A 放 .A 等 都 是 张 
量 4 党 的 编 并 形式 ,它们 是 不 同 张 量 . 同时 , 缩 并 运算 可 重复 进行 ， 
上 述 张 量 再 次 缩 并 后 可 得 反 变 一 阶 张 量 A 从 或 A 
男 一 方面 , 缩 并 只 能 在 上 下 指标 之 间 进 行 . 若 令 一 张 量 的 两 上 
标 或 两 下 标 相等 ,结果 并 非 张 量 ; 例 如 ,A 人 和 4 迪 并 非 张 量 . 


5.7.3 张 量 的 乘法 


ber 
Ce, 


任何 类 型 的 两 个 张 量 可 以 相 匀 ,乘积 张 量 的 反 变 阶 数 和 协 变 
除数 为 因子 张 量 相应 阶 数 之 和 . 
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例如 ,A2B’ 一 C2 人 仍 为 一 张 节 ,因为 


已 Or Orr Dr'” Dr” 
Jar __ op ry dp dd pb 
Ca 一 A'eB 8 Or: Or" Or * dr’ Br be 


_ Br" Br'f dr dr Dr Ca 
dr dr’ Br Br Or mm 


这 样 的 乘积 称 为 张 量 的 外 积 或 Kronecker 积 , 简 称 张 量 积 . 

张 量 相 乳 后 再 缩 并 简称 缩 荚 . 饼 如 , 张 量 4 和 尿 可 缩 滋 为 
4xwB2, dB ArB;, 它 们 都 是 浪 变 三 阶 张 量 ;还 可 进一步 缩 刁 为 
4xB 4wB ,它们 都 是 反 变 一 阶 张 量 . 张 量 的 缩 习 积 叉 称 张 量 的 
内 积 . 


5.7.4 对称 和 反对 称 张 量 


张 量 指 标 排列 有 序 , 可 以 具有 内 豪 对 称 性 ;与 Descartes 张 重 
有 类似 之 钼 . 但 这 里 要 指出 的 是 ,对 于 广义 坐标 变换 下 的 张 其 ,只 
有 对 同类 指标 才能 定义 其 对 称 或 反对 称 . 例如 ,车 4 上 节 二 A 党 , 它 对 
头 两 个 反 变 指 标 为 对 称 } 或 者 ,车 4 光一 4 罗 , 它 对 第 一 和 第 三 这 对 
协 变 指标 为 对 称 , 如 此 等 等 . 对 反对 称 亦 可 类 似 地 定义 ,这 种 对 称 
性 在 坐标 变换 下 保持 不 变 . 

但 是 ,对 不 同类 型 指标 则 不 能 如 此 定义 . 例如 , 若 在 六 坐标 系 
有 5 一 点 ,因为 


dr" dr 1 

ro 

A dr Br Pie, 

Br Baz yo _ Ore Or 
”Br Br dr Bt *’ 


两 式 右边 显然 不 相等 , 故 一 般 而 言 ,4'3 关 4 也 就 是 说 ,一 个 张 量 
在 对 不 同类 型 指标 之 间 的 对 称 或 反对 称 是 某 个 坐标 系 下 的 偶然 性 
质 而 非 其 内 可 性 质 . 
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s.8 度 规 张 量 了 2 


5. 8.1 度 规 张 量 


令 z* 和 xz* 十 dzx* 为 n 维 空间 中 两 邻近 点 相对 于 某 个 坐标 系 
的 坐标 ,两 点 之 间 的 有 距离 平方 可 表达 为 dx* 的 二 次 型 (参见 第 6 章 
6,1 节 》 

ds’ = gpdzr"dzr’, 

其 中 gw 可 以 是 x* 的 消 数 (不 失 一 般 性 , 取 gs=gw), 且 系数 矩阵 
为 非 奇异 矩阵 [ 即 g 寺 det {gw} 关 0]. 可 以 证 明 , 这 样 的 ge 是 二 阶 
对 称 协 变 张 量 , 称 为 度 规 张 量 . 

因为 ds* 是 不 变量 ,dz* 是 反 变 位 移 矢 量 的 分 量 , 在 广 文 坐 标 
变换 x* 一 zx*(x' "下 ,有 


”dr 
gdr' “drs 一 Badrrdr’ = gp Gr” dr 


to fs 
忆 2 Br' dr dz ， 


/ rr 届 计 
gop 一 De Birr ibm 

注意 ,具有 这 种 一 般 性 质 的 空间 称 为 Riemann 字 间 . 特别 是 ， 
者 系数 gs 全 与 z* 无 关 , 则 该 空间 变 为 Euclid 空间 . 当然 ,在 
Euclid 空间 中 取 曲 线 坐 标 系 时 也 会 有 ds: = gmdx*dx' 的 形式 ,但 
其 函数 ge 需 满足 某 些 条 件 . 还 可 考虑 假设 的 广义 空间 ,有 可 能 在 
其 中 建立 坐标 系 而 并 不 假定 其 具有 度 规 ,甚至 两 点 间距 离 也 未 子 
定义 . 

在 x 维 空间 中 ,对 一 个 坐标 系 若 有 gm 一 0(Cz 天 由， 则 称 为 正 交 
坐标 村 ,同时 ,着 gw 一 85% 一 1, 若 一 v2,8% 一 0, 若 py 了 v1 所 py 
< 则 称 为 Descartes 直角 坐标 系 . 


个 套 考 ,AA. 负 ， Toshi, Maitrices and Tertsors in Physirs: 2nud ed, , Wiley, New 
York, 1975. 

岛 ” 和 套 考 ; D. F. Lawehen, An TIntroduction to Ternsor Coalcwlus, Retatimniiy and 
Comaogy, 3rd ed + Wiley, New York, 1982., 
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5.8.2 反 变 度 规 张 量 


由 如 下 关系 
1 (a= 0#), 
站 CA 
定义 一 个 与 gw, 共 罗 的 反 变 张 景 sg”, 称 为 反 变 度 规 张 量 , 注意 到 惩 
阵 {g”} 正 好 是 矩阵 {ge} 之 道 , 有 

BE” 二 8” 一 (gw 的 代数 余子 式 )/g. 
因此 的 确 可 以 认为 gw 和 g* 分 别 为 同一 张 量 的 协 变 和 反 变 分 量 . 


5. 8. 3 相伴 张 量 
任 一 反 变 矢量 A* 与 协 变 度 规 张 量 g,, 之 缩 乘 
A Ey 一 4， 
为 一 协 变 矢量 4 ,可 以 认为 4 与 A, 为 同一 矢量 的 反 变 与 协 变 分 
景 . 另外 ， 


mg < 一 人 -一 


gw = A'gog” 一 4 = A?, 
表明 4, 与 4" 之 间 的 关系 可 倒 易 . 这 样 的 两 个 张 量 称 为 相伴 张 是. 


5.8. 4 指标 的 升降 


利用 度 规 张 量 a” 或 gs, 可 随意 地 实施 张 量 指标 的 提升 或 下 

降 . 鲜 如 ， 

Args 一 4 Argw = A, Argwgw — Am; 

Ang = A AJg” = A”, Avg“g” 一 A”; 

A = Ag AY = Aga ~ 

一 ga 

op 一 AT EABmE Es 
首先 注意 到 ,A*,A%,A ,A 彼此 为 相伴 张 量 ,而 A ,A A’? 
等 (4 个 ) ,A A 等 (6 个 ) ,4 等 (4 个 ) ;Ams 彼此 亦 为 相 翌 张 
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其 . 其 次 应 注意 到 ,一 般 来 说 ， 
4 

除非 4* ,42 对 相应 指标 为 对 称 张 量 . 

由 此 可 见 ,指标 排列 次 序 的 重要 性 . 这 里 不 仅 指 肥 变 指标 本 沪 
之 问 的 次 序 和 协 变 指标 本 身 之 人 的 次 序 是 重要 的 ,因为 它 直 接 涉 
及 张 量 的 对 称 性 ;而 且 还 指 反 变 指 标 与 协 密 指 标 作 为 一 个 总 惧 混 
排 时 ,相互 之 间 的 次 序 所 具有 的 重要 性 . 

顺便 指出 , 度 规 张 量 指标 的 升 恬 定义 混 变 度 规 张 莉 交 (由 二 
ge 是 对 称 张 量 ) 


So 一 全 人 
5.8.5 张 量 方 程 中 的 指标 定 则 


为 和 给 验 张 基 方程 中 指标 的 止 确 性 ,有 以 下 一 些 简 单 定 则 -. 

1. 整个 方程 所 有 各 项 中 的 目 由 指标 必须 匹配 ;: 即 者 它 在 一 项 
中 作为 上 标 ( 下 标 ) 出 现 , 则 必须 在 所 有 各 项 中 均 作 为 上 标 ( 下 标 ) 
出 现 . 

2. 方程 每 项 中 的 饮 标 必须 单独 匹配 ; 即 若 它 在 某 一 项 中 出 现 
时 ,必须 作为 上 标 和 下 标 同 时 出 现 . 

3. 任 一 项 中 征 何 指标 都 不 应 出 现 超过 两 次 . 


s.9 标量 密度 与 张 量 密度 


5.9.1 标量 密度 
在 广义 坐标 变换 下 , 凡 有 具有 下 列 变 换 性 质 者 ; 
- [ale 
称 为 权重 为 w 的 标量 密度 , 它 是 Descartes 张 量 中 必 标 量 的 推广 . 


例如 ,广义 坐标 变换 下 ,P 点 的 体积 元 变换 为 
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Dr 
OT" 


= {det .ew Ydrlerdr”, 
这 是 权重 为 十 1 的 标量 密度 的 原型 ;这 里 曾 仿 


半生 
一 人 ee a 2z 


< dr 
困 为 在 互 点 的 小 体积 4 内 的 总 质量 YM 是 不 变量 ,所 以 ， 
Af 一 | edzrdz 一 | 


dzliedr" — dx ld "— det | ar-dz 


于 是 ， 
一 《det ey) po; 
即 ,质量 密度 是 权重 为 一 ] 的 标量 密度 ， 
同时 ,对 于 度 规 张 量 gm“ 的 变换 性 质 是 


Tr DOr” Hx 
8 一 Dr EE 


引进 矩阵 记号 
~— {gs "= {Eup} i < 一 { so}, pr 


上 式 可 以 写成 


ze 
贞 二 一 Dr 


Y= Ss. 
于 是 ， 
dete?' — (detB) (det®) (det.B) 
一 《deter ?det ), 

这 里 应 用 了 咖 二 .e711( 见 5. 6.4 节 ) 忆 及 (detef 1 二 (det ! 
( 见 3,4,2 节 ); 这 是 权重 为 一 2 的 标量 密度 的 原型 . 

由 此 可 见 ( 注 意 到 det 多 = 二 det {gw} 二 gg)， 

ve’ | = ~ gi (dete)-!. 


5.9.2 标量 积分 元 


将 体积 元 的 变换 关系 dzwdz 一 (deterydzl…dozr 与 
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vig'|1==~v |g1ideter) : 相 科 得 到 
< 人 drriedtn 一 | 人 |dzid 
它 在 广 交 坐 标 变换 下 为 不 变量 , 称 为 标量 积分 元 . 


s.9.3 张 量 密度 


广义 坐标 变换 下 , 凡 其 分 量具 有 下 列 变 换 人 性 质 者 : 


He 已 工作 Br" Br’ A Or’ ee 
ea 7 一 | ae | Br’ 站 Br Br i Dr Dr 于 2 pg 


称 为 权重 为 w 的 张 量 密 度 , 它 是 Descartes 张 量 中 性 张 其 的 推广 . 


5. 10 ” 阐 定 律 ? 


前 面 已 经 指出 ,两 个 张 量 的 内 积 和 外 积 , 结 困 均 为 张 其 . 然而 ， 
假定 已 知 两 个 因子 的 乡 积 是 张 量 , 而 且 其 中 一 个 因子 是 张 量 . 那 
么 ,能 否 断 定 另 一 国 子 也 是 张 量 呢 ? 关于 这 个 问题 ,有 下 述 定律 . 

商定 律 , 若 一 给 定 元 素 集 合 与 一 任意 张 量 之 上 内 或 外 ) 积 已 知 
为 一 张 基 , 则 此 给 定 元 素 是 一 张 量 的 分 直 ， 

用 一 个 特例 就 是 以 证 明 此 定律 ,因为 下 面 的 论证 具有 一 般 适 
用 性 . 假定 已 知 AC4,p,v) 与 任意 张 量 BB 之 内 积 

A LB 一 人 
对 一 切 这 种 B’ 均 为 张 量 . 于 是 ,变换 至 新 坐标 系 后 ,上 式 变 为 
A'(a, PN)B' = Ca， 
由 于 已 短 号 :和 C 为 为 张 量 , 族 有 


Dr'" rx" B= Ox Dr: dr’ 
Br Br'T 日 rr Or 条 
Ar” DT dr 
~ Or dr? Br’? 


A'tasH, 


二 (AD 


外 参考 , D, F, Lawden: An Imrodwction to Tensor Calculus, Relaftvtiy and 
Cosmmogy: 3rd ed. ; Wiley, New York, 1982, E. 94, 
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或 者 ， 


[4 Ca Or Ox 


az 33A 0) 3 有 一 0 
因为 BB 为 任意 张 量 ,总 可 选择 使 之 当 4 二 A,0 一 三 时 有 22548 一 1 


而 所 有 其 他 情况 下 有 Bs 二 0, 所 以 当 4=A 时 前 面 方 括号 内 表达 式 
为 过 ， 但 为 令 站 二 1] 是 时 此 结果 圭 成 立 ; 故 一 般 地 有 
2 dx'” dr 


A (a, 于 一 Br Bed, pr) 或 者 
2 dr: De 
A 《ka 8, 7) 一 ”Ar Br BAA Kr), 


这 正 是 张 量 变换 关系 ,表明 
人 (Ch 一 A 
是 反 变 一 阶 协 变 二 阶 的 混 变 三 阶 张 量 . 
下 面 考 虑 此 定律 的 应 用 ， 
例如 , 令 4’ 为 任意 反 变 矢量 , 则 
0A” 一 A’; 
因为 右边 A 肯定 为 一 矢量 ,因而 根据 商定 律 ,% 是 混 变 二 阶 张 
量 , 这 是 5. 6.5 节 中 早已 直接 证 明 过 的 ， 
叉 例 如, 令 ge 为 对 称 协 变 张 量 , 以 及 令 8 一 |1gm| 天 0 为 以 张 量 
分 量 为 元 素 的 行列 式 , 并 且 以 Ge 表示 此 行列 式 中 元 素 gw 的 代数 
余子 式 . 于 是 ,由 3. 3.2 节 推 论 2 知 ， 
gnG* 一 80 Ew 一 8， 
若 令 A 为 任意 反 变 矢量 ,并 由 
B, = gd" 
定义 协 变 矢量 B,. 因为 g 隆 0, 当 任意 选择 B, 的 分 量 时 ,总 可 从 最 
后 这 个 方程 计算 出 2A? 的 相应 分 量 , 即 B, 和 Ar 一 起 是 任意 的 .由 
于 
工 GeB = LGrguA’: HA A', 
s Ss 


125 


根据 商定 律 ,G” 三 g” 是 对 称 反 变 张 量 ;因而 
BB 一 他 ， Bg” 一 人 - 
相持 之 间 上 共有 上 述 关 系 的 两 个 张 量 g& 和 呈 称 为 共 辆 张 量 . 


5.11 张 量 的 微分 运算 了 2? 


为 了 进行 张 量 的 微分 运算 ,首先 引进 下 列 简 化 记号 ,用 辟 导 局 
带 指标 表示 普通 偏 导 数 , 并 约定 昌 坐 标 系 中 指标 用 A、j,v、P.o 等 


表示 ,新 坐标 系 中 指标 则 用 a、.8,7、#、3 等 表示 . 例如 ， 


Ox ig Qr'” 折 _ Ga 
XE 站 已 ra 十 闻 Dr 7 < 于 只 Dr Br 


I I ,= 好 rrr .6 一 dg} 


_o __o pA 
#,， 一 dr*" 多 一 Drrar’’ A 一 OA AL. 


必须 指出 , 张 量 ( 标 量 除 外 ) 对 坐标 的 普通 偏 导 数 并 非 张 量 , 例 
如 ,对 4 二 zx* ,A 求 导 得 
sp 一 2 ogdy + rd.p 
= 1" pdy ET ,pps 


由 于 多 了 右边 第 一 项 , 故 4。, 非 张 量 ,一 般 张 量 的 导数 亦 如 此 . 


5. 11.1 矢量 平 称 与 仿 射 联结 


矢量 的 普通 懈 导 数 不 是 张 量 ,其 原因 很 清楚 : 求 导 涉及 两 邻 
克 天 量 值 之 比较 ,而 在 广义 坐标 变换 二, 只 有 素 属 于 同一 场 点 的 矢 
量 或 张 量 才能 进行 代数 运算 ,其 结果 方 始 为 张 量 . 这 就 导致 引进 所 


他 参考 ,DD, F, Lawden, An Sniroduction to Tensor Calculus, Relativity and 
Cosmatogy, 3rd ed., Wiley, New York, 1932. 
写 淹 者 A. W. Joshi, Matrices and Tensors in Physics, Znd ed,， Wiley, 1975. 
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谓 矢 量 平行 位 移 ( 人 简称 平移 ?的 概念 . 

令 P,Q 为 空间 中 两 邻近 点 zz 十 dz 并 令 A414 十 dA 分 
别 为 与 这 两 点 相 联系 的 协 变 矢量 场 之 相应 矢量 , 假定 将 了 点 处 天 
其 4, 在 其 长 雇 或 方向 和 无 改变 的 情况 下 位 移 至 邻近 点 马 , 则 可 视 其 
为 定义 于 中 点 处 的 同一 矢量 , 记 为 4 十 384 于 是 ,QQ 点 处 两 矢量 
dA 与 4 二 84 之 差 d4. 一 84。 为 矢量 . 然而 ,在 广义 空间 
中 ,矢量 的 长 度 或 方 癌 无 改变 尚 无 明确 含 交 . 

车 此 空间 为 Euclid 空间 ,并 假定 yx* 为 此 空间 中 的 直角 坐标 ， 
而 豆 : 为 矢量 场 4, 相对 于 这 些 直角 坐标 轴 的 分 量 , 现在 ,在 此 平 直 
空间 中 ,可 将 P 点 矢量 Bi 平行 位 移 至 介 点 ,其 大 小 与 方向 均 无 改 
变 , 故 可 视 为 自由 矢量 ,此 时 有 BB 十 Bi 一 Bi, 即 8Bi 一 0. 然而 ,后 
者 在 曲线 坐标 系 下 则 应 为 A, 十 84,. 于 是 有 
ae4 
dy 上 
84,= | 5,| = 引 |B 


_ Oy | ,ar 
一 dre ay 


人 一 op BB, 一 


站 ze 


结果 是 
5A, = Adr, 


I Sy Bx 
~ Brrdr Oy 


这 表明 ,在 Euclid 空间 中 ,34,. 是 A 和 dz' 的 双 线 性 型 . 在 广 闵 空 
间 中 ,可 念 此 由 上 述 方程 来 定 义 5.4,, 和 任意 地 确定 空间 每 点 处 的 za 
个 量 PT (假定 为 zx* 的 连续 函数 并 具有 所 必需 的 各 阶 偏 导 
数 . ) 系 数 Tw 明 确 规定 空间 各 点 之 间 的 一 个 仿 射 联络 ,又 称 线性 联 
络 ,而 PT“ 则 称 为 仿 射 联络 系数 . 

仿 射 联络 的 一 个 最 重要 的 特殊 情形 是 Riemann 空间 的 Levi- 
Civita 联络 ,将 在 下 面 讨 论 . 


5.11. 2 Levi-Civita 联络 分 


(1) 舌 量 的 长 度 
对 于 Riemann 空间 ,有 度 规 张 量 go 两 邻近 点 x* 和 zx* 十 dz 
之 间 的 距离 平方 表达 为 
ds 一 gadr"dz", 
位 移 dx* 是 反 变 舌 量 的 株 型 , 故 可 仿 此 由 
A? = goArA'— AA’ 
来 定义 任意 反 变 矢量 4* 的 长 度 4, 它 是 标量 . 同时 ,还 可 由 两 矢量 
有 妃 和 8B 的 标 积 
A*:B= AB*— AB, 
以 及 各 自 的 长 上 度 A 和 B 来 定 头 两 舌 量 之 间 的 来 角 ， 
AiB’ 
VY CAANCBB') 
这 些 定义 与 Euclid 空间 中 的 相应 定义 (参考 2.5. 8 节 ) 完 全 一 致 
(C2) Levi-Civita 平移 
保持 矢量 长 应 不 变 的 平行 位 移 称 为 Levi-Civita 平移 . 
容易 证 明 , 反 恋 矢 量 4 由 了 点 平移 至 外 点 后 变 为 46, 结 果 
有 [参考 5. 11. 3(3) 节 ]; 
4 一 4 十 84d 一 4 一 TY4idzr， 
右边 均 取 PP 点 处 之 值 . 于 是 ,Levi_Civita 平移 可 表达 为 ， 
Eadaodo = gdA". 
将 此 表达 式 正 边 展开 至 dx 的 一 阶 项 为 
(gt goad CA — Te Ardzr ) CA' — A“dx") 
= goArA’ + goadrAdr — gal ArA dr — gl A*Ardr'. 
在 展开 式 有 边 第 三 项 令 仇 标 o->4,pr>o,p-* ;第 四 项 令 rho 一 


= arc co 


中 委 考 , 俞 多 强 ,* 广 义 相 对 论 引 论 》, 第 二 版 ,北京 大 学 出 版 社 , 北 京 ,1997， 
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zol 将 上 式 代 人 前 式 并 消去 第 一 项 后 立即 得 到 
(ga 一 gao — guar AA'dr 一 0， 
注意 到 44,dz 为 任意 矢量 ,于 是 有 
Ea 一 gol 十 Ew 
(3) Levi-Civita 联络 
对 上 述 方 程 作 轮换 (jo) ,Cap 得 两 新 方程 ,连同 原 方程 一 起 
得 到 对 于 联络 系数 To 等 的 线性 方程 组 : 
Bi 一 Bo Bol 
En 一 Bol,, 十 gw 
Rarse 一 Ron 十 gu,; 
由 于 &v 是 对 称 张 量 , 上 面 共 有 -xz(a 十 1) 个 方程 ,而 芒 有 加 个 独 
立 分 量 , 必 须 规定 附加 生 件 才能 确定 . 如 果 由 后 两 式 相 加 并 减 去 第 
一 式 后 再 除 以 2, 记 为 [jw; 记 ,结果 得 到 
[ws A (gon 十 Br 一 Bea) 
= gulm 十 gol BwT hi 
这 里 Tw 二 六 (T% 十 TY) 是 联络 系数 的 对 称 组 合 ,而 了 一 这 (T% 一 
是 其 反对 称 组 合 ; 可 以 证 明 , 后 者 是 一 张 量 , 称 为 搁 率 张 量 ( 参 
见 5. 11. 5(2) 节 ). 
由 此 可 见 , 如 果 限 于 讨论 据 率 为 零 的 Riemann 空间 ,联络 系 
数 是 对 称 的 ,完全 由 度 规 场 确定 : 
yw ES gy = [0,4]; 
或 者 ,了 两边 缩 乘 以 g”, 并 注意 到 g*gw 一 Fr ,, 最 后 得 到 对 称 的 联络 
系数 为 . 
Tw = g* [yA] = [人 
[mw, 妇 和 { | 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Christoffel[ 三 指标 ] 符 
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号 ,简称 Christoffel 符号 . 
由 于 gz 的 对 称 性 ,显然 有 
[四 一 Eu, 人 人 = 人 je [mo 二 Eva 
Riemann 空间 中 满足 中 抄 率 为 零 和 加 矢量 平移 保持 长 度 不 
蛮 的 仿 射 联络 称 为 Levi-Civita 联络 ,又 称 Riemann 联络 ,有 时 亦 
称 Christoffel 联络 ， 


5$. 11.3 张 量 的 协 变 导 数 


(1) 协 变 张 量 的 协 变 导 数 
根据 前 两 小 节 的 讨论 ,现在 可 以 写 出 
dAs — $A,.— Apsdr' — Ti Aydr’ 
一 (4 — Adz. 
上 面 已 指出 ,左边 的 d4, 一 84. 是 协 变 矢量 ,右边 括号 后 因子 为 任 
意 反 变 矢 甚 ,所 以 ,根据 商定 律 , 括 号 内 因子 为 协 变 二 阶 张 量 , 称 为 
4r 的 协 变 导数 ,用 分 号 后 带 指标 表示 而 记 作 4。' 即 
4 一 4 一 [4: 

下 面 将 把 求 协 变 导 数 的 过 程 推 广 圣 各 阶 各 类 型 张 量 ， 

(2) 标量 的 梯度 

首先 考虑 标量 场 gp 当 经 受 平行 位 称 时 ,其 值 不 变 , 即 总 有 加 
二 0. 因 面 

dp— 59 = pdx’, 
结果 有 
Pr 一 Pp 

即 ,标量 的 协 变 导 数 与 其 善 遂 偏 导数 或 梯 廊 相同. 它 是 协 变 矢 量 ， 
这 是 5. 6. 4 节 直 接 证 明 过 的 . 

(3) 反 变 矢量 的 协 变 导 数 

现在 令 B* 为 反 变 矢量 场 ,而 4。 为 任意 协 变 矢 量 , 于 是 A,B* 
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是 不 变量 . 在 作 平移 时 有 
人 =0 或 (OA)B* 十 ASB" 一 
对 于 协 变 矢量 有 34,. 一 Tw4idz, 故 


ADB: 一 一 Pedidx*B* 。 
因为 A; 是 任意 矢 基 , 故 有 
dB 一 一 Brdx'; 


这 个 方程 定义 反 变 矢量 的 平移. 因此 , 反 变 矢量 的 协 变 导 数 为 
B’, 一 B+ TB"， 
《4) 混 变 二 阶 张 量 的 协 变 导数 
类 似 地 , 若 A; 是 张 量 场 ,BC" 是 任意 矢量 , 攻 平 行 位 移 时 有 
SABO) ~— 0; 
容易 推出 
AF 一 Tudzro — TY Aidr’; 
结果 得 到 4* 的 协 变 导数 为 
A = Ars — TA + ThA,. 
(5) 求 张 量 之 协 变 导数 的 一 般 规则 
容易 看 出 , 求 任何 张 量 之 协 变 导数 的 规则 可 天 述 如 下 . 首先 写 
下 适当 的 普通 篇 导 数 , 继 之 以 各 仿 射 联络 项 ;后 者 通过 下 列 方式 获 
得 : 相对 于 张 量 的 每 个 指标 依次 写 下 张 量 与 仿 射 联络 系数 之 内 
积 ,并 且 对 应 反 变 指标 的 项 前 如 正 号 ,对 应 协 变 指 标的 项 前 加 负 
号 . 或 者 ,用 会 式 写 出 为 


A 1 本 | 
人 六 A Ts 


闪 
1 
有 


> A 1 Dy 
应 该 注意 到 ， 张 量 的 协 变 导数 为 张 量 ， 其 协 变 阶 数 增加 一 阶 . 
6) 张 量 代 数 式 的 协 变 导 数 
由 于 张 量 的 协 变 导数 公式 对 该 张 量 为 线性 的 ,不 难得 出 张 量 
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和 的 协 变 导 数 为 各 张 其 协 变 导 数 之 和 , 例如 , 若 Cr==A; 十 B;, 则 有 
C= A Bi 

另外 ,不 难 证 明 , 对 彝 积 的 逐个 因子 求 导数 的 公式 ,在 协 变 导 
数 中 同样 运用 . 例如 

CALB'Y ,= (CAB + TE CA?B') 

一 (42 PEA? 一 ADVP’ + CB’, 十 TB') A 
= 4 AN 十 A’B'.. 
(7) 两 个 特例 
1. 单位 张 量 ‘Kronecker 3 符号 )3 ,的 协 变 导数 为 零 . 因为 
St = T= 0; 
里 应 用 了 其 普通 侦 导 数字 ,.: 一 
2. 度 规 张 量 gs 或 8 的 协 变 导数 为 零 ， 
对 于 协 变 度 规 张 量 ,其 协 变 导 数 
Bre 一 号 p Bal — Bnlm 二 0， 

右边 为 零 是 5.11.2 节 之 (2 中 最 后 一 式 的 结果 . 

对 于 反 变 度 规 张 量 g” 的 协 变 导 数 , 可 从 

他。 一 gr Bap 
出 发 ,利用 对 乘积 求 导 公式 ,对 其 求 协 变 导 数 并 莱 以 g* 得 
BO n= Egg a EBopma) 
一 有 1 ggons 
由 于 前 面 已 得 六 .一 0,8os 一 0, 破 有 
Sg = 0. 
顺便 提 一 句 , 对 于 ge 的 普通 偏 导数 ,显然 有 
8 一 一 Pa 

由 于 gp 二 0 和 g”,; 一 0, 因 此 ,可 将 gw 或 ga” 从 表示 协 变 导数 

的 分 号 前 的 括号 中 任意 拉 出 或 拉 进 ， 
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5. il.4 张 量 的 协 变 散 疫 


将 张 量 的 协 变 导 数 中 分 号 后 指标 与 任 一 反 变 指标 进行 缩 并 ， 
称 为 张 量 的 秒 变 散 雇 ， 
例如 ,对 于 张 量 A”, 可 构成 两 个 协 变 散 度 
divA”* ,一 A"; 或 divA” ,= A”,,. 
下 面 采用 Levi-Civita 联络 . 因为 要 用 到 Christoffel 符号 的 缩 
并 ,首先 推导 其 具体 表达 式 ， 
C1》 Christoffel 符号 的 缩 并 
因为 行列 式 的 导数 可 通过 分 别 对 其 每 行 求 导 再 对 此 结果 求 和 
而 获得 [参见 3, 9, 1 节 ]; 故 有 
B= CG ga — BE Bima 
因为 由 5.11.2 节 之 (3) 中 有 
Bm 一 Laasv] 十 Le]， 
BE 一 SSE (Lp 十 [由 0) 一 28 或 


,= SB 一 (In 一 有 区) 


这 里 用 一 g ,因为 物理 中 所 用 度 规 张 量 , 其 行列 式 常 为 货 . 
下 面 举 出 协 变 散 度 的 一 些 具体 例 于 ， 
(2) 反 变 实 量 的 协 变 散 庶 
反 变 矢量 A 的 协 变 散 度 是 标量 ,可 写成 
A = A TA = A ,+ (nv gad 
一 -天 = 一 有 ) 
(3) Laplace 符 的 运算 
佑 矢量 场 为 标量 场 的 梯度 , 即 
A = 和 A*= pp,, 
则 得 此 矢量 的 散 度 为 
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div grad p= Vy 一 = BE’ Pr ,pn. 
一 号 


此 式 右边 民 表 Riemann 空间 中 Laplace 符 对 ?的 运算 . 
《4) 反 变 反对 称 张 量 的 协 变 散 度 
Fe ,= Fe ,+ EF* + Fe 
— -天 Se 
因为 第 一 行 第 二 项 人 恤 标 ez 互 换 时 ,太一 而 二 一 FR" 此 有 
TY FF“ 一 TOFY 一 一 [IF 一 0. 
《5) 混 变 二 阶 张 量 的 协 变 散 座 
N= Nas TaNy — TohoNs 
1 
VvV—g 
上 式 常 用 于 g”N; 一 N* 为 对 称 张 量 人 情况 . 因为 这 时 有 
TN ~ g” Lp ANN, = N*[Lpw,4] = N* LpA,v] 


一 FN* {E02] 十 [easrvj} 一 六 Ngaini 


所 以 ,在 此 情况 下 ,上 式 化 为 


ON YY ED),, 人 了 Vi 


Ni 一 NM 8 FN ge 
5.11.5 联络 系数 的 变换 律 
(1) 一 般 性 推导 


协 变 天 量 4, 的 协 变 导数 4 是 张 重 , 它 由 
4 一 ro 一 了 4 
定义 ;此 张 量 方程 在 广义 坐标 变换 下 具有 不 变性 , 即 有 
A 一 A — 。 y 
现在 可 以 通过 张 量 的 变换 性 质 来 推导 联络 系数 Fw 所 应 遵循 的 变 
撞 律 ,我 们 有 
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和 ha 40 一 
一 zx ef ,8 十 Ey jap 一 Ppr’” yA 
将 A,,, 的 表达 式 代 入 ,消去 右边 第 一 项 后 得 到 
— gD = 2 pA — Tipt Aa 
因为 4; 为 任意 矢量 ,所 以 有 
FT 
两 边 同 莱 以 x 注意 到 zx'* ur sy 一 他, 结果 有 (再 令 & 一 7) 
sg = a al, 十 ,x a} 
这 就 是 联络 系数 [的 变换 律 .可 以 看 出 ,由 于 多 了 右边 第 二 项 ,所 
以 ,T… 并 非 张 基 ; 但 其 变 分 为 张 量 , 央 为 
dT = zt er TY,. 
‘2) 由 度 规 张 量 推 导 
在 Riemann 空间 中 ,对 度 规 张 量 的 变换 关系 gg 二 x ,or .08m 
求 导 ,并 作 轮 换 (Ca8y) ,容易 求 得 
gagr = [Zr et 四 ga 十 区 et pz” .7EEane 
garse 一 [IF ,pet y 十 了 py ya + Er gr pr” ,Bs 
Bo = [x yg” sat Tr yp’ og JB1m tt pt oT ,BB ee? 
在 第 一 式 右 按 第 一 项 对 人 恤 标 作对 换 人 um) ,后 两 式 右边 第 二 项 对 愧 
标 分 别 作 替换 pg->y>o->p 和 pro->v*p; 最 后 ,将 后 两 式 相 加 减 
去 第 一 式 后 除 以 2, 并 注意 到 gm 为 对 称 张 量 和 x7 ,wx 等 中 逗 导 后 指 
标 次 序 不 重要 , 则 根据 定义 得 第 一 类 Christoffel 符号 的 变换 律 : 
[ap 站 = x gt yg tt a pz LA 
宙 于 多 了 右边 第 一 项 , 故 LAa,ezj 并 非 张 量 . 
现在 用 中" 与 上 式 进 行 缩 乘 ,左边 按 定 义 变 为 下 ;右边 第 一 
项 变 为 
TY pT yr Ts BME = a 本 
这 里 先 用 了 x ,rr ”一 & 再 用 gge 一 3 右边 第 二 项 变 为 
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Tt pT! px! gM EG) 一 2 er az Ps 
这 里 用 了 rz” ,一 外 ,和 志 的 定义 ;于 是 ,最 后 (再 令 t=7) 得 第 
二 类 Christoffel 符号 的 变换 律 ， 
D'sp = ”opt st A a pr los 


这 正 是 613? 中 早 忆 推导 出 的 结果. 
s. 11.6 曲率 张 量 


(1) 由 矢量 平移 定 浆 求 

考虑 如 图 所 示 无 穿 小 平行 四 边 形 PQSR ,具有 邻 边 PQ 一 dz?， 
PR 二 3x?*. 定义 于 了 点 的 反 变 矢量 4 经 分 别 平移 至 Q,R 再 至 S 
后 的 矢量 相应 为 48 ,4 以 及 4 和 4 名 如 图 所 示 . 


有 
全 


根据 平行 位 称 定 义 可 求 得 
Aso= 48 二 S48 一 48 一 Taodaam 
= CAs 一 TpApdzr’) 
一 《Top Top dr ) CAE — TiopAPpdz’) dr 
= A 一 工人 — LAB’ 
— Adror 二 I TAdzrror’ 十 DLLCdz 3 
这 里 还 用 了 Iho 在 P 点 的 展开 ,并 在 最 后 表达 式 中 省 略 了 下 标 PP. 
类 似 地 ,可 求 得 
4 和 一 4 一 TBfr 一 Tcdz* 
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一 Te drazrrdr + OT hiBrdrr + OF (dr)’]. 
以 上 两 式 相 威 ,注意 到 乙 标 可 换 字 母 , 耳 式 右边 前 三 项 相 消 ,至 
dx" 的 二 次 项 给 出 
Asp 一 sa 一 [nd4edzraer — To Ardr 
+ WA’drdzx’ 一 TRY Adrrodr", 
在 右边 前 两 项 作 指 标 代 换 zc 一 4 和 r 一 关 , 然 后 再 在 第 二 和 第 
三 项 作 交 换 per*v 于 是 ,上 上 述 方程 最 后 可 写成 
4 一 A = Ri A'dr’Qr’, 
Ris— Pop Tot Te, — LSI, 
因为 A4r 一 A 和 是 和 拓 量 ,A,dx*,3x' 是 尾 意 矢量 ,根据 商定 律 ,R'。 
是 混 变 四 阶 张 量 , 称 为 Riemann-Christoftel 曲率 张 量 . 
《2) 由 二 阶 协 变 导 数 的 交换 律 引 进 
还 可 通过 求 协 变 矢量 场 4A, 的 二 阶 协 变 导数 来 引进 曲率 张 基 
Mu CA) = (CA), — TAs — TA 
= A 一 Tv — Ddp,, 
— DAO— ThA — TA — Dh,) 
= A — Toss — Toho 一 Ts 
一 Dorp 十 Tred 十 Ted 
4 一 4 — Dip 一 工 ve 一 Two 
Lond 十 DA, 十 TI 
两 者 相 减 ,并 注意 到 对 于 普通 偏 导 数 而 言 , 求 导 次 序 可 交换 , 即 
A — Ai = 0, 
以 及 仇 标 可 换 字 母 ,结果 得 到 协 变 导数 (对 求 导 次 序 ) 的 交 搁 律 ， 
A — A = RasAp — 2T Aps 
其 中 
Ri = To Tt TT TS 
正 是 前 面 求 出 过 的 曲率 张 量 ,而 
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1 
Th 一 sp Tp 一 Dy 


称 为 仿 射 空间 的 挠 率 张 量 . 
下 面 将 进一步 讨论 无 找 率 Riemann 空间 中 的 曲率 张 基 . 
(3) 协 变 曲 率 张 量 
用 度 规 张 量 gr 对 曲率 张 量 
Raw = Tos ~ Tos 十 Dol 一 Dale, 
进行 缩 乘 得 到 
Ryo 一 Er 
称 为 协 变 曲 率 张 量 . 
为 了 下 面 讨论 曲 率 张 量 的 对 称 性 ,这 里 先 将 协 变 曲 率 张 量 用 
度 规 张 量 的 一 阶 和 二 阶 导 数 , 主 要 通过 第 一 区 Christoffel 符号 
[ev 4 一 (Ban 十 Ba 一 加 io 
及 其 导数 来 表达 ,还 有 g” 出 现在 系数 中 . 
首先 注意 刘 
[asr] = (go ),, = goo, 十 Be， 
于 是 ,Row 可 表达 为 
Roa= [ibsrt ls 一 有 op 一 [LA lt grprl dh, 
十 got — TI) 
= [hr Capt 十 Te 一 [evyr]) 
一 Dgren 一 人 rmsrj) 
一 [jz 一 [az 十 了 [re 一 RSLraye] 
一 [Lo 一 [ar 十 有 LaAmsojimse 
一 [apJj[rasej)， 
由 此 可 见 ,Row 中 各 项 ,或 含 gs 的 二 阶 导数 一 次 ,或 含 其 一 阶 导 数 


二 次 ,还 有 g" 出 现在 系数 中 ， 
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(4) 曲率 张 最 的 对 称 性 

由 于 度 规 张 量 ge 和 联络 系数 Iw 的 对 称 性 ,根据 曲率 张 量 的 
定义 式 , 井 率 张 共有 共有 下 列 四 种 类 型 的 对 称 性 . 

1. 曲率 张 量 对 最 后 两 个 协 变 指标 的 交换 为 反对 称 的 , 即 

Ra 一 Rs Ro 一 一 Rr 

关于 这 点 ,由 其 定义 式 立 即 可 以 看 出 ， 

2. 协 变 曲率 张 最 对 前 两 个 指标 的 交换 为 反对 称 的 , 即 

Kw 一 一 本 io 

这 是 因为 ,将 (3)? 中 Rw 的 表达 式 之 前 两 项 展开 后 容易 得 到 (注意 
到 gw.m 中 至 号 前 后 两 指标 各 自 可 交换 )》 


1 
[Lanyr],。 LAmsz]. 一 人 《可 一 下 和 pr 一 可 ru 中 十 Er) 


一 一 {Lemma} 一 [re 
它 对 re 为 诡 对 称 的 ;另外 ,对 表达 式 之 后 两 项 令 必 标 we*p 后 容 
区 得 到 
g" {LagsplLrvol 一 [Lavellre, oj} 

= g*{[Lap0 emp] — Lalre, eo)} 

=— giLrep ldo — Lrv, Pjlar,o)}, 
它 对 re 也 为 反对 称 的 :所 以 ,Re 对 rci 为 反对 称 的 . 

3. 协 变 曲率 张 量 对 前 后 两 对 指标 的 交换 为 对 称 的 , 即 
Rs = Rn 


这 是 因为 ,在 ricopgrt 即 rorp,Ary) 时 ,容易 看 出 : 
Liv,rl,, 一 Lapyr]., 一 (Bmp 一 gi 一 Br + 可 toor) 


右边 两 正 项 变换 ,两 负 项 不 变 ; 而 
glagspllr,o) 一 [apjErasc]) 
中 人 负 项 不 变 , 正 项 再 作 仇 标 vc*>*p 后 亦 不 变 ; 故 具有 上 述 对 称 性 ， 
4. 协 变 曲率 张 最 , 若 令 其 任 一 指标 固定 不 变 ,而 令 其 余 指 标 
作 轮 换 , 这 些 分 量 相 加 的 结果 为 零 ; 例 如 , 若 第 一 个 指标 固定 则 有 
139 


Rs 十 玉 + Ro = 0. 
这 是 因为 ,Raw 可 表达 为 


4 
Rn = DCB ™— Br Rr 十 Ee) 


+ g"™ {LAPplro] — Lipllre,o]), 
将 此 式 与 轮换 人 ap、 后 所 得 两 式 相 加 ,立即 可 得 其 缚 果 为 
零 . 应 该 指出 ,分 别 令 其 他 指标 固定 所 得 三 个 类 似 关 系 可 利用 前 三 
个 对 称 性 变换 得 到 ;它们 并 非 独立 关系 . 
协 变 曲率 张 量 分 量 间 的 这 四 个 独立 关系 ,可 合并 写成 
Raw =— Ri —— Rew = Ra 
Row + Rem + Rew = 0. 
《5) 协 变 曲率 张茵 的 独立 分 量 数 
由 于 前 述 两 个 反对 称 关系 ,曲率 张 量 之 形 如 Ri ,Rs Rw 
和 Ron( 本 段 不 采用 求 和 约定 ) 的 分 量 均 恒 等 于 零 , 另外 ,分 量 之 间 
还 需 满 足 土 述 对 称 性 关系 . 这 样 使 得 总 共 nt 个 分 量 中 所 剩 不 为 零 
的 独立 分 量 可 分 为 下 列 三 种 类 型 呈 ， 
1. 2 个 不 同 指标 ,Res(r 天 1 ,共有 六 za(a 一 1 个 


2. 3 不 不 同 指标 ;Rov 共 有福 nn 一 1)Cn 一 2) 个 ， 
3. 4 个 不 同 指标 ,Ras 共有 六 n(n 一 1) Cn 一 2) (m 一 3) 个 ， 


所 以 , 协 变 曲 率 张 量 之 不 为 零 的 独立 分 量 总 数 为 十 ?Cn 一 1 个， 


下 面 列 出 n= 一 1 一 5 的 情 沈 ， 
空间 维 数 n; 1 2 3 4 5 
独立 分 量 数 N: 0 1 6 20 50 


@ 这 里 赂 作 说 明 : 由 于 对 (ri) 的 反对 称 关系 , 故 在 Ran 和 Rum 二 类 型 中 有 因子 
17 2. 对 于 员 m 类 型 ,由 于 对 (ri .Ce 的 反对 称 关 系 和 (co 与 Co 的 对 称 美 芭 ,出 更 因 
子 ( 二 】 ,而 由 Ca) 之 轮换 关系 给 出 因子 | 全 | , 芍 有 |{ 士 ] .之 一 赴 ， 
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(6) 曲率 张 量 的 缩 并 
曲率 张 量 Ri 的 缩 并 给 出 
Ry 一 Ri = Dp — Tr Ds — Te, 
称 为 Ricei 张 量 . 它 是 对 称 张 节 , 因 为 
R= Ri = 8 Ro — 8 Ru 
= g" Re = Rw = Rn. 
还 有 ,由 于 反对 称 性 ， 


Ri, — Ri 一 RL, 
仍 给 出 Ricci 张 乔 . 
Ricei 张 其 Ry, 再 与 a* 弟 乘 得 一 标量 


称 为 曲率 标量 . 


141 


第 6 章 二 次 型 和 主轴 变换 
6.1 二 次 型 与 Hermite 型 


6.1.1 二 次 型 
定 光 : 实数 域 民 上 具有 下 列 形式 ， 


人 一 bp -Ti 

的 表达 式 称 为 个 变量 区 的 二 次 型 . 

不 失 一 般 性 ,这 里 将 系数 语 可 为 

gi 一 上 让 一 
因为 , 若 上 天 有 总 可 以 取 不 一 本 (名 十 朋 ) 一 起 ， 同时 由 于 Xi 
zt: 所 以 
Err 十 下 ji 一 CE;, 十 RZ 一 《此 十 ki) Ti 
一 Rr; RTT 

结果 使 二 次 型 的 形式 不 变 . 

另 一 方面 , 若 令 上 为 矢量 空间 V.(R) 中 的 列 矢 量 , 其 转 置 x 为 
行 天 量 , 则 上 述 二 次 型 还 可 表达 为 


名 一 ah 廊 | 一 om 
一 
一 X，KT 一 (天 xz)， 


这 里 下 二 {) 为 系数 答 阵 , 取 其 为 对 称 矩 阵 及 一 天, 而 (x ,下 Kx) 家 
示 标 积 . 


6.1,2 Hermite 型 


142 


Qo—= x Kr om (rx,Kry— pat 
rl 


称 为 Hermite 型 . 这 里 天 一 尺 ! 是 Hermite 矩阵 ,上 标 + 表示 和 揽 共 
思 转 置 ， 

应 该 注意 到 ,Q@ 总 必 实 数 , 这 是 因为 

Qt = C(x- Kr)t= x Kt*x = xt Kr = 0, 

而 急 是 标量 ,有 外 = 名 ” ,所 以 妨 = 外 "为 实数. 

由 于 实数 域 R, 上 的 二 次 型 的 一 切 结 果 均 可 很 容易 地 推广 到 
复数 威 C. 上 的 Hermite 型 ,所 以 , 除 在 有 些 地 方 附 圳 必要 各 适当 
的 说 明 外 ,对 片 者 一 般 不 扳 作 单独 讨论 . 


6.2 主轴 变换 


6.2. 主轴 变换 的 定 驳 


将 一 个 二 次 型 (或 Hermite 型 ) (下 面 将 系数 算 阵 表示 为 六 二 
{K&,,}) 


= 之 天 二 zl 或 贸 志 和 Kz 
通过 一 个 正 交 变换 (或 么 正 变换 》 
ry= Rr (成 x y= Ux) 
变 至 
Q 一 之 /大 区 {或 Q 一 el ， 
这 样 的 变换 称 为 主轴 变换 ， 
6. 3. 2 主轴 变换 的 意义 


(1) 几何 观点 
应 该 指出 ,对 于 二 次 型 


= konm ~ 常数 ， 
解析 几 集 上 代表 一 族 有 心 二 次 超 曲面 . 例如 ， 


ai 十 2driza 十 zxrz 十 如 一 0 

代表 有 心 二 次 曲线 ,又 称 有 心 癌 锥 曲线 ;而 

axi + br cr 2drzzs tT exits ct 2frsr3 + g=0 
代表 有 心 二 次 曲面 . 

同时 ,解析 几何 上 已 经 知道 ,对 于 za=2 或 3, 上 述 曲 线 ( 或 曲 
面 ? 族 具有 确定 的 相互 垂直 的 主轴 . 

因此 ,预期 通过 坐标 轴 的 转动 ( 即 ,对 任何 点 了 的 坐标 xy 一 
RX) 可 使 乌 变 成 

Q = Py, 

其 中 心 是 二 次 超 曲 面 驴 =1 第 i 主轴 之 平方 的 倒数 ,即将 原 曲 面 
改 为 以 其 主轴 为 坐标 轴 , 故 称 为 主轴 变换 . 此 为 主轴 变换 之 几何 意 
人 X， 

例如 + 及 二 人 2 时 ， 

2 2. 1 3 yz 
aril 十 2dxizs 十 bx; = 1 CA I) 1} 

若 党 之 0 时 是 长 . 短 半 轴 分 别 为 1/V wi ,1/V 心 的 精 图 ,具体 
见 图 , 


“2) 代数 观点 
原 第 j 坐标 办 是 zi 天 0 一 00G 汉 六 ;车 令 e 中 为 第 ;坐标 轴 单 
位 矢量 : z= 二 1,zt 二 0 关门 ; 则 任何 一 点 P 以 em ,ye 为 基 时 
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的 坐标 是 x ,-… ,x; 即 
r= OF= rae. 


第 i 主轴 由 y 关 0,y, 二 00j 关 门 给 出 ;车 令 f 中 为 第 i 主轴 单位 
天 量 : yy 一 1 ,yj 一 007 了 关门 ; 则 同一 点 PP 以 了,…, 了 中 为 基 时 的 坐 
标 是 Yy1r""* ya BE 

+ OE = Tf. 


设 以 0?,… ,fm 为 基 时 ,车 e" 具 有 第 i 分 其 为 
Rji= (fe) Ci,j= 1 ,7), 
则 以 产 " 左 乘 由 jf 中 二 B64 及 以 上 各 式 容 易 得 到 


3 一 > Rx. 
只 一 方面 ,以 e 有 乘 +, 由 ee”*e" 二 6x 类 似 得 到 
i 一 > Ruys. 


由 此 可 见 , 坐 标 变换 
Ty = Rr yx~= Ry=R= ER ,, 
即 ,此 为 正 交 变换 ， 
(3) 张 量 观点 
对 于 一 个 变换 xy 一 4xz, 有 zx 一 4 1y, 于 是 
Q = .Rr yA RA-ly— 3. Ry, 
这 里 疙 一 语 -! 天 4 
对 于 正 交 变换 4 一 尺 , 有 4 ' 一 R ~! 二 站 ,所 以 
Ko RERR-:— R KK, 
或 者 
K, 一 OR, KR, 一 SR,Ry K,, 
rr rt 
这 正 是 Descartes 张 量 的 变换 关系 . 
《4) 主轴 变换 看 作 本 征 值 问题 
所 以 主 畏 变换 就 是 要 寻求 这 样 的 一 个 正 交 算 阵 忍 使 
145 


RKEKR := D— diag[ ,ms, own 
即 DD 是 对 将 元 为 #1 ，… ,x 的 对 角 和 矩阵 ， 
称 RR-1 一 及 一 S(t5; 一 Rn; 于 是 5S +!KS 一 DD, 刀 
KSC—~ SD 或 DKyS ~ Su (i 二] nt) 


因此 ,化 为 求解 下 列 本 征 慎 问题 ， 
D> Kt = 或 KE = wxé, 
其 第 个 本 征 值 为 x ,相应 本 征 矢 人 二 CSx) 即 为 f*. 
可 以 认为 ,天 = {Kj} 是 一 算 符 , 当 作用 在 矢量 5 上 时 ,将 其 变 
为 全; 当 其 作用 在 平行 于 主轴 之 矢量 上 时 ,并 不 改变 其 方向 . 
下 节 来 讨论 一 般 的 本 征 值 问题 . 


6.3 本 征 值 问题 * 


设 A 二 {aj) 为 域 F(R 或 C) 上 的 阶 和 矩 阵 . x 为 矢量 空间 
V4F) 中 的 询 矢 量 ,4 为 一 标量 . 若 变 换 4x 给 出 在 , 即 
Axr = Ag， 
则 此 * 称 为 年 阵 4 的 本 征 笑 , 而 4 称 为 矩阵 4 的 与 此 本 征 和 拓 x 对 
应 的 本 征 什 . 求解 矩阵 的 本 征 和 天 和 本 征 值 的 问题 则 称 为 本 征 值 问 
题 . 


6. 3. 1 本 征 值 的 确定 及 其 性 质 


上 述 方 程 还 可 写成 
(A ADDr= 0, 
若 x 一 [rzrl zx， … zxj， 上 式 是 关于 zz 的 齐 次 线性 方程 组 ， 
有 非 平凡 解 * 关 0 的 条 件 是 , 当 且 仅 当 


全 ”入 者, 点 .页 . Joshi, Matrices ond Tensors in Phypics, Wiley, New York, 2nd 
ej ，1984,， Pp. 88 101. 


卫生 


DS dettA CA) 


Gil 一 好 12 机 (1s 
21 rn A Han 0 
ao Gm a 


显然 ,行列 式 DCD 是 4 的 nn 次 多项式, 称 为 入 阵 4 的 本 征 杀 
项 式 ;而 DO) 一 0 则 称 为 4 的 本 征 方程 . 本 征 方程 的 2 个 要 力 ， 
;加 即 为 矩阵 的 二 个 本 征 值 .于 是 ,有 下 列 结 果 : 


DO 一 1 *), 
{=1 


Sw 一 Sa 一 trAA， 
1 一 1】 r=1 


矩阵 的 本 征 值 集 合 称 为 其 本 征管 谱 . 

同时 可 以 证 明 , 么 正 矩阵 习 的 全 剧本 征 值 ,其 数值 均 为 1. 这 
是 因为 

下 一 人， xtUt= Art yrt Ut Ux = AMArt x, 

由 于 TU 了 所 以 xtx(|a 上 一 1) 二 0, 对 于 x 关 0 有 14|:==1 或 |4| 
一 1 

另外 还 可 证 明 , 对 于 Hermite 矩阵 (或 对 称 矩 阵 ) 玉 ,其 全 体 本 
征 值 均 为 实数 . 这 是 因为 

Ur= Axr, ritUto Ax >rt Ux 一 Art +r, 
Xt it r= A rt, 
由 于 U7? 二 UU; 所 以 (4 一 A x+，x~ 一 0, 对 于 x 了 关 0 有 4" 二 4, 故 4 为 
实数 , 其 实 , 因 为 
Er = rx Kr = Arte 1, 
由 于 标 积 x+ :x 和 Hermite 型 x*KKz 均 为 实数 , 故 4 为 实数 . 
[只 要 将 + 换 成 了 , 即 可 证 明 对 称 征 阵 的 情 议 . ] 
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n 个 本 征 值 不 一 定金 是 相 异 的 ,因为 DW)==9 可 能 有 重 根 . 若 
本 征 值 4 的 重 数 为 mm;, 而 相 异 本 征 值 为 5s 个 (二 1,…,s), 即 DCA) 


一 一 22”, 显 热 有 > 


6- 3.2 本 征 矢 及 其 性 质 ' 矩阵 的 对 角 化 


与 半 个 本 征 值 相对 应 的 二 个 本 征 矢 不 一 定 全 是 相互 无 关 的 . 
关于 本 征 矢 的 性 质 ,现在 来 介绍 以 下 一 些 结果 . 

(1) 相 异 本 征 慎 的 情况 

与 相 异 本 征 值 对 应 的 本 征 矢 是 相互 无 关 的 . 

证 令 久 ,为 s( 夺 nn) 个 相 异 本 征 值 ,而 Xx,… ,x 中 为 与 
之 对 应 的 本 征 矢 . 假定 有 数 和 ,… ,a 使 


pe 一 0， 
要 证 明 将， —Dti 二 1 证 :8), 首先 对 上 式 两 边 在 敢 以 {AIC—A) 3 注意 
到 CT 一 ANx 一 0 和 AxX 中 = 二 x 了 (二 2 ,于 是 
So 一 Aor = 0, 
对 此 式 再 堪 乘 以 (4 一 4 后 变 成 
> — ANA — AIarxr = 0., 
经 过 > 一 1 次 这 样 的 运算 后 得 到 
CA OAD Oo A Oo A) 一 站 

这 意味 着 w%=0. 但 本 征 值 和 本 征 矢 的 顺序 是 任意 的 ,同样 可 证 明 
如 1 一 上 一 光一 妇 1 一 作 . 因此 ,本 征 矢 Yr ,是 线性 元 关 的 . 

‘2) 多 重 本 征 值 的 情况 

1) 裕 阶 矩 阵 | 的 本 征 值 让; 重 数 为 mi 1 y"""™ ;5) 时 , 若 

rank(aT — A)—~no 
则 与 祝 对 应 有 1m; 个 线性 无 关 本 征 矢 , 称 为 障 并 本 征 舌 . (与 mm, 二 1 
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对 应 的 称 为 非 简 并 本 征 矢 . ) 
证 : 确定 本 征 天 的 方程 
(4 一 AT 一人， 
Bh 


> Ca, 一 A =0 {r= ly "nn 了 


了 一 】 


其 中 只 有 (xm 一 mm,) 个 是 独立 的 ,因此 ,比如 说 ,可 将 zx4%,,… ,zx 解 
出 为 x ,… ,zw 的 线性 明 数 , 它 具 有 mu 重任 意 性 ,所 以 总 可 选择 
mt 个 组 性 无 关 本 征 舌 . 例如 ,前 mm, 个 分 量 的 下 列 wm, 种 选择 ; (1， 
O08)T,0,1 ,一 0) "(0,0,-… ,1)7 就 是 如 此 ， 

2) 容易 证 肯 nn 一 mm 坊 rank (W717 一 A 所 n 一 1, 

因为 det (X47 一 4) 二 一 DOD) 二 0, 下 其 牧 二 n, 右 端 得 证 . 若 左 
器 为 二 z 一 mm 会 导致 与 4 对 应 的 线性 无 天 本 征 笑 的 个 数 沁 rr,, 而 


使 矩阵 4 的 线性 无 关 本 征 矢 的 总 数 会 > > ym 一 ,显然 不 正确 ， 


左 端 得 证 . 

《3) 非 简 并 本 征 矢 互 相 正 交 

对 于 Hermite 定 阵 (或 对 称 算 阵 ?, 对 应 于 相 蜡 本 征 值 的 本 征 
和 撩 互相 正 交 . 

证 : 令 贞 和 上 扣 为 Hermite 气 阵 玫 的 分 别 与 任意 二 相 异 本 征 
值 久 和 对 应 的 天 个 本 征 拓 , 即 

Kf = Nh KG 一 hfs 各 天 一 Nb ， 
后 者 用 了 天 + 一 玉 和 加 一 如 ,分 别 左 乘 以 有 和 右 乘 以 扣 并 相 碱 得 
tA 一 A) 。 所 一 0 一 上 “ 二 0, 

得 证 . 

(4) 简 并 本 征 矢 可 选择 为 正 交 

同一 本 征 值 的 不 同 本 征 矢 ,可 以 选择 为 互相 正 交 . 

证 : 设 已 给 Ax 一 XD 人 一 12 jx:yX 不正 交 ， 
可 应 用 Schmidt 正 交 化 法 或 正 交 归 一 化 法 选 出 互相 正 交 的 本 征 
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拓 . 
现 以 着 一 3 为 例 于 以 户 大 . 
正 交 化 法 选择 正 交 矢 ,了 如 下 : 


cn CX) ， 出 
Cx 第 人 


cf, f= 一 0; 
0 ,03) 3 《2) wet3) 
f= = x — fF trey 一 ff eh 和 则 
GUO 7 一 0， (YA 三 0 
正 交 妇 一 化 法 选择 正 交 归 一 次 ee ee” 如 下 : 


攻 2 [ey £3 


fF 一 天 1 ， fF 一 着 (2 一 于 


e C= CFan fF) e ”一 Cf o,f )’ 4 ”一 Cf, fF 
当然 ,这 样 的 选择 不 惟一 . 以 闸 王 2 为 例 , 这 在 几何 上 意味 着 
两 个 本 征 矢 , 即 两 个 主 辅 都 在 一 截面 为 图 的 平面 上 ,因此 可 任意 选 
择 两 个 互相 王 直 的 主轴 ;如 图 ， 


(5) 对 称 和 矩阵 的 本 征 矢 可 选择 为 实 矢 量 ， 
证 “天 5 一 中 ,KE 一 由 "一 天 疆 纪 一 < 生生 ,因为 天 为 实 抵 


阵 导 致 为 实数 , 故 可 渤 本 征 矢志 (5+5" ) 为 实 矢 量 
(6) 矩阵 的 对 人 角 化 
迄今 已 知 ,n 阶 Hermite 矩阵 玉 具有 z 个 实 本 征 值 x，… ,x*, 
和 个 线性 无 关 并 正 交 的 本 征 矢 80，… ,85", 现在 进一步 设 之 
3 以 及 89+ ， 6 一 5, 因为 实数 总 可 排序 , 面 本 征 矢 的 
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归 一 化 仍 为 本 征 舌 . 
用 7 ,…- ,56 构造 着 阵 
号 = [EW ,E00 ,Em], 
显然 , 台 1 信 ~~, 它 是 么 正 矩 阵 . 于 是 ,由 K5" 一 ,5" 可 证 实 
S+ KE [EE ,0 EV [iE ,es€) ,KE ] 
一 diag[L rs Kas" ,Ke | 
即 Hermite 矩阵 六 可 道 过 之 正和 矩阵 使 之 对 角 化 . 
同时 注意 到 号 + 一 号 , 故 称 天 与 diag[Lx x *… gx,] 双 正 相 
似 . 
昂 一 方面 ,Hermite 型 护 二 x1+ 尺 x 通过 乞 正 恋 搞 x= 二 所得 
Q— xr Kr= € E+. KEE 


= 6'. diag[xe, ws «oe gl = Dx lt), 


有 此 芭 正 变换 就 是 主轴 变换 ;而 此 形式 称 为 Hermite 型 在 么 正 变 
换 寿 下 的 第 二 标准 型 

上 述 这 些 结 果 常 称 为 主轴 定理 ， 

因此 , 关 能 找到 康正 逢 阵 全 能 使 窍 阵 KK 对 东 化 , 则 对 角 元 即 
其 本 征 值 ,而 吉 的 列 矢量 即 其 相应 本 征 矢 . 这 提供 了 求解 同 题 的 
一 种 方法 . 

(7) 可 对 易 Hermite 矩阵 的 本 征 矢 

设 AA,B 为 nx 阶 可 对 易 Hermite 矩阵 

AB— BA= OO. 
首先 ,由 4 的 本 征 值 方程 hx 一 az 可 得 
BA = ACBxX) = ACBx), 
这 就 是 说 ,车 x 为 与 4 的 本 征 值 对 应 的 本 征 矢 , 则 Bx 也 是 具有 
同一 本 征 值 4 的 本 征 拓 ,对 于 非 篇 并 本 征 矢 ,必然 有 
Bx = PE， 

即 x 同时 也 是 矩阵 BB 具有 本 征 值 为 yy 的 本 征 矢 . 

对 于 有 的 本 征 值 * 有 zm 个 简 并 本 征 矢 x 中,-……,x" 的 情况 , 则 
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一 般 有 
BX 一 XO, 
这 里 天 一 [x yx" ] 是 anXim 矩阵 ,C 二 {ci} 是 mm 阶 方 阵 ,现在 
用 X!* 左 先 上 式 两 边 , 假 定 简 并 本 征 矢 x :Yo 已 正 交 归 一 化 ， 
则 有 及 + 区 = 了 ;因而 
KX* BX = Xt+ XC =OC, 
Ct= (Xt BX)+t= K+ BtX ~ Xt+ BXS=C: 

即 忆 是 mm 阶 Hermite 托 阵 ,可 以 对 角 化 . 若 有 非 奇 异 六 阶 和 矩阵 也 
二 {ds} 使 C 对 角 化 ， 

五 了 一 diag[ 0, £2 ,°° + fm | 
作 变 换 

Y=XD 其 着 一 也 1， 
这 里 Y=[y 2 yi ] 是 wnXxm 矩阵 ,网 有 

BY ~ BXD 一 XKCD 一 KDD CD = Ydiag[ £4, , tn |， 

即 (对 1 和 rn) 


yo 一 Sjrnd,, 
so==] 
By = py™, 
Ay'™ 一 7FC 3 


也 就 是 说 ,yy 是 4 和 吾 的 共同 本 征 尔 ， 

对 4 的 每 个 和 不同 本 征 值 继续 执行 此 过 程 , 最 后 可 求 得 4 和 召 
的 全 部 共同 本 征 矢 . 

总 结 起 来 ,得 色 下 列 在 斥 阵 代数 中 以 及 量子 力学 中 都 很 重要 
的 定理 : 对 于 相互 可 对 易 Hermite 矩阵 ,有 可 能 求 得 其 共同 本 征 
矢 集 合 . 或 者 换 和 句 话 说 ,全 体 相互 可 对 易 Hermite 矩阵 可 同时 对 角 
化 . 


6.4 本 征 值 的 极 值 性 质 


还 可 利用 极 值 原理 对 二 次 型 (Hermite 型 ) 
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Qtxr}) 一 (x,Kx) 
作 主 轴 变 换 , 为 此 , 先 引 进 下 剂 定理 . 


56. 4. 1 概 值 原理 


《1) Weierstrass 定理 : 限定 在 有 限 闭 域内 的 包 元 连续 了 清 数 ， 
在 该 区 域内 某 处 达到 其 上 (或 下 ?极限 . 

(2) 极 值 雄 理 

由 于 正 交 变换 ( 乏 正 变换 ) 下 标 积 不 变 , 即 对 这 样 的 变换 x 一 y 
有 

QI) 二 QO) 及 (Xx) = (yy). 
若 变 了 换 能 使 QCy) 变 为 平方 项 之 种 , 即 
QO Py Ey 
(对 Hermite 型 ,y? 应 换 为 1y.1?)》, 这 里 vw 为 x 中 最 大 者 ,此 即 主 
轴 变 换 . 若 令 
Ki 2 Kz 2 Kn 
则 最 然 有 
i (EX) EF) EE KTR), 

此 期 极 值 原理 之 依据 . 
6. 4.2 主轴 变换 的 具体 步 又 

为 方便 起 见 ,下 面具 栖 讨 论 二 次 型 (Hermite 型 完全 类 似 ). 

首先 ,限制 x= (zi1,… ,zx,) 在 单位 球面 上 变化 , 即 限制 条 件 为 

(rt) 一 > X= 1， 
于 是 ,根据 Weierstrass 定理 ,在 球面 上 某 点 (比如 说 ) 
T= Ri 人 一 1 将) 


“ 即 x 的 基 中 矢量 fi 之 坐标 ,或 Cf ，e"”)) QQCz) 达 到 其 上 极限 
《 比 交 说 x+， 


其 次 ,考虑 (单位 球面 ) > x:=1 和 (与 f 垂 直 之 平面 ) 
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Ruri—0 相交 的 截面 . 根据 Weierstrass 定理 ' 在 此 了 于 区 域 上 某 


点 {比如 说 》 
z= Rs GG= 1,.,n) 

{有 即 x 的 基 中 矢量 ff 之 坐标 ,或 Ce 中 )) ;QLx) 达 到 其 上 极 根 
(比如 说 )xas 和 xi 因此 ,7 7 ,两 个 单位 矢量 相互 垂直 ， 

依 此 继续 进行 下 去 ,直至 求 得 

KI 2 Ky 
fn i a ,六 ; 

后 者 构成 一 个 新 基 ， 

利用 此 新 基 , 则 作为 P 点 的 新 坐标 % 与 原 坐 标 z, 之 间 的 关 


站 一 之 ,Ruzn 
只 要 注意 到 对 于 第 个儿 基 Fo 有 
zx) 一 Rs 所 避 y= 6 
上 式 不 难 验 证 . 
现在 ,QCy) 的 形式 必然 为 了 六 y. 因为 对 于 yy 二 1,ys 二 … 二 > 
一 0 时 ,其 值 是 心 , 所 以 芒 ，= .这 个 值 心 为 单位 球面 1 二 3x 一 
六 ,六 上 的 最 大 值 , 所 以 


-0 或 SEY wD. 
VY Dy > 
由 此 得 出 下 列 结果 ， 


这 可 证 明 如 下 ; 令 
yi = 1 OF), y= €, y= 一 yO 二 0， 
则 前 式 变 为 要 求 
2 C7) 
y Ry — «Dy = 2 Ke Oe) < 0, 
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但 车 总 , 关 0; 则 当 se 一 土 0 时 ,总 可 对 选择 适当 正 负 导 使 左边 为 


正 而 不 满足 , 故 要 求 症 ,一 0, 同 理 可 证 明 屁 ; 一 0 (i 关 1). 十 是 

QO = Ry ye 
对 作 可 类 似 地 进行 论证 得 出 关 。 一 0 (天 2). 继续 进行 下 去 ,直至 
最 后 得 到 


fy 
KK 1 一 Ki , 


yy 


Q— TSR,y - Tey. 
| 了 一 -上 


6. 4.3 变 分 形式 
综 上 所 述 , 还 可 写成 下 列 变 分 形式 
IKx , XKr 
mAX 一 一 kl, min 一 一 一 一 gk,, 
下 | 下 [站 证 苑 
或 
maxxKx = fils minxkx = 此。 
进一步 还 可 有 下 列表 述 Cmax 下 为 约束 条 件 ) : 
max z 一 各， 在 二 1 时 达到 ， 
pe -在 s- rm 
CF 
max rkr _ nr 在 x 二 了 "时 达到 . 
| I 


注意 ,对 于 Hermite 型 ,只 需 将 工 换 成 x+ 即 可 . 另外 ， 
有 时 称 为 Rayleigh-Ritz 比 ，. 
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6.5 Sylrester 惯性 律 


已 知 主轴 变换 将 二 次 型 CHermite 型 ) 化 为 平方 项 之 和 ,其 系 
数 即 其 本 征 值 为 实数 . 者» 个 本 征 值 中 部 p 个 为 正信 ,其 次 7 一 p 
个 为 负 值 ,其 余 x 一 r 个 为 零 ; 若 作 民 换 
六 一 《CD 一) 
Eo x 《一 疡 十 1 
则 有 (对 Hermite 型 ， 下 式 中 的 人 一 65 一 5517) 
Q = > — D+ 十 引 一 弛 1 一 下 一 朴 . 


约 化 形式 中 正 ( 和 负 ) 平 方 项 个 数 (和 +r 一 户 ) 对 给 定 隧 数 忆 
是 不 变量 ,不 依赖 于 归 约 方法 (SylYester 惯性 律 ). 
息 一 六 十 和 十 责 一 次 一 一 一 刘 ， 
其 中 有 g( 关 p) 个 正 项 (和 (r 一 g) 个 负 项 ). 因为 两 者 都 是 由 同一 
Q(x) 通 过 非 奇异 线性 变换 (坐标 变换 ) 而 获得 ,两 者 之 闻 必 有 一 韭 
奇异 线性 变换 相 联 系 . 和 若 9 二 p: 


0, 当 pr1l— "0, 即 在 关 一 《rr 一 六 ) 维 子 空 
间 Si, 中 ; 
XTX: 0Cr 天 0), 当 人 二 一 二 


在 rg 维 子 空间 Sz 中 ， 由 于 Si 和 Ds 的 维 数 和 和 
一 《rr 一 碳 )》 十 一 和 一 天 十 疡 一 日 人 歼 
故 在 其 交 空 间 5S1 门 5S; 会 出 现 了 矛盾 . 若 g 汪 pp; 同样 会 推出 耶 盾 , 故 g 
约 化 形式 
QC= > — 5 
称 为 二 次 型 在 一 般 线 性 群 下 的 (第 一 ) 标 准 型 
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正 负 项 个 数 之 益 称 为 符号 将 . 
sigwH 一 户 一 人 一 站 一 2 户 一 了 


3 题 
gy Pr 四 
6, 1 求 算 阵 4 一 | 疡 9 p11 的 本 征 值 和 本 征 矢 ,其 中 pp 和 4 
pp pp gq 


是 标 基 ,pp 了 0. 
解 容易 求 得 本 征 方程 为 
dettA— A = DO (gmp ig 二 2p A) = 0, 
因而 本 征 值 为 六 一 ja 一 9 一 户 , as 一 9 十 22， 
对 于 加 =9 十 2p ,其 相应 本 征 矢 由 (4 一 Dx 一 0 给 出 ;因为 
ranktA 一 为 1) 流 2, 可 求 得 x 二 zz 一 x1;T1 任意 , 故 可 得 
x 二 (cceor 或 113) 或 
1 
V3 
对 于 站 一 入 一 g 一 户 , 其 相应 本 征 天 由 (4 一 站 TD 一 0 给 出 ;其 窍 
阵 之 秩 r 一 1 一 * 一 各 可 求 得 XI3 二 一 一 z+ 和 zs 任意 , 政 一 般 形 
式 为 (a 5 一 ce 一 6 可取 
ri 一 (an 一 al 或 (0 一 1)7 或 


《1 1 17) 


1 
一 一 10 一 1)77， 
/2 


xD 一 (0 一 BT 或 ‘(01 一 1])” 或 


1 + 
一 01 一 1 
AI 


但 rr 一 ap 或 1 ,或 1/2) 关 0; 可 改 为 选中 二 一 上 (1 一 2 137 
v6 
使 之 正 交 . 


所 以 ,三 个 相互 无 关 的 正 交 归 一 本 征 矢 为 
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ra 0 — TD)T， *? = 二 — 2 1)T, 


+ 一 1 1)7. 


6.2 求 干 列 各 矩阵 的 本 征 什 和 本 征 矢 ， 


1 0 一 ] 1 一 2 
‘12 |1 1 » (2) 1 2 一 上 |， 
0 1 2 一 2 一 1] 1 


0 
解 ; 前 为 本 征 值 ,后 为 本 征 矢 ;n 为 簿 阵 之 阶 ,mz 为 本 征 值 之 
重 数 ,rr 一 rank (XAT 一 Ay,i? 一 1， 
(1) 0,2+i,2—is[—2,2,—1],[1—i,—i,—1]', 
[1 二 ii 一 1]7. 


1 1 
to) 4,1, 一 1] ‘ 之 ， 2 ， 2 )1,， —1,2,1)', 
VV 


_1. 
90 3 3T， 
J » 


(3) 9 ,3 一 34 计 (一 1)2:2)7, 林 (22, 一 DT 二 (2, 一 1,2) 


C4) 105151; (62,—1,—2)7,— lc1,4,—1)7, 


3 3 2 
一 -一 (一 】 ,一 了 工 {对 4 一 1 而 言 ,ma 一 3, 和 一 2,r 一 1 CF i , tk } 


C5) ly(—1HiV3 ) ,liV3 ); (1,1,13)T， 


(一 1TiAA3 ,一 1 一 iv 3 ,2 ,1 ivV3, lli~ 3 ,2).. 

《6)》 1,1,1;(1:.0,0)T,(0,1;0)1 (0,0,.1), (n= 3,m=3, 
二 D004r 二 一 292.) 

《7) ollyr ro =(1,0,0). (n=,m=3,r=—2; 
rn— pe. » 

因为 1 和 (5) 是 非 对 称 矩 阵 , 有 复 本 征 值 和 本 征 天 . 因为 (7)} 
中 >>n 一 m, 本 征 笑 线性 相关 , 在 (2),(3), 04) 和 (6) 中 的 本 征 天 是 
线性 无 关 且 正 交 归 一 的 . 

6.3 求 二 次 型 Q@=3(x: 十 x 十 X32) 十 2Crz; 十 xr3 十 XIz1) 的 
秩 和 惯性 ,并 确定 使 包 化 为 标准 型 的 坐标 变换 . 

解 : 与 此 包 对 应 的 对 称 栓 阵 下 是 


3 1 1 
1 3 ’ 
] 1 3 


可 求 得 本 征 值 为 密 二 5, 加 = 二 加 二 2; 于 是 包 的 第 二 和 第 一 标准 型 是 


天 一 


Q— 人 > 光一 5 时 十 2 和 十 2 
it 一 】 


rp 
一 之 ,对 一 D2 十 2 十 2 
泻 此 秩 r 一 3 ,惯性 InQ=InK— {pr—pran—ri— {3,0,0}. 
为 确定 正 变 变换 , 先 求 出 其 正 变 归 一 本 征 天 为 


1 T 1] + 1 
C1],1,1» 由 《1 一下， Eb 
V3 V2 V6 


于 是 化 为 第 二 标准 型 的 正 交 变换 为 
V2 V3 1 
| 
R= V2? V3 1 | ， 


6 
TY 0 一 和 2 


{1,1,—2)7, 
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r=Ry—Q—=yRKRy= ydiag[5,2,2]y=5y 十 2y 十 2y. 再 


作 变 换 
.1 1 1. z | 2 | 2 
y — diag| Ee 导 j=Q@= 二 十 过 十 性 


部 使 QQ 化 为 第 一 标准 加 的 下 诡计 拆 晤 

1 1 

R= Rdpe| -太子 "J ' 廊 | 
2 M15 AS 
__1 
> /二 |? — V15 v5 | 
0 2 5 
名, 并 求 二 次 列 全 一 2rirs 十 2x2X3 二 1 的 秩 和 惯 竹 ,并 确定 使 

已 北 为 标准 型 的 坐标 变换 中 


解 : 依次 实施 一 些 简 单 变换 ,可 得 
Q= (x 2rars) 十 2zizrt 
= (zi x) — ry + 23zs 
= 31 一 3 十 29s3a 
一 zl 一 x2 十 23. 
于 是 ,rankQ 一 + 一 3,InQ 一 《2,1,0);sigQ 一 1. 并 且 客 易 求 得 使 妨 
化 为 标准 型 的 变换 为 


] 0 六 ||1 1 00O 0 1 
9 0 0 1 0 0 
Do 1 1 

-| 
1 9 得 


全 村 考 : P. Lancaster, M. Tismenetsky, Theory of mairices, Academit, New 
York. 1985, pp.: 206 一 207。 
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这 样 敌 避免 了 求解 本 征 方程 汪 一 至 一 24 十 1 一 0 的 困难 . 
这 种 方法 称 为 Lagrange 法 ,其 一 般 步 又 是 : 选 出 含 某 一 变量 
的 所 有 项 ,使 之 能 配 成 平方 , 作 变 量变 换 后 得 
QT Ts) = ny? yy) 
这 里 wm， 实际 为 选 剩 变量 的 重新 命名 . 如 此 继续 进行 下 去 ， 
久 可 得 所 需 结果 . 
6.5 用 法 代 法 求 算 阵 
5 一 上 一 并 
一 之 2 | 
— 和 2 5 


的 (绝对 值 ?最 人 本 征 倩 % 及 对 应 本 征 矢 x 中. 
解 , 选 二 (1,0,0)T, 并 依次 作 如 下 选 代 得 


fl CY 
I 二 AAr= 5, ?, — 4)， 


站 二 


上 一 人 一 《45， 一 22, — 4477， 
x 一 办 x = (445, — 222, — 44477; 
充分 名 次 (这 里 m 一 3) 间 代 后 给 出 本 征 值 和 本 征 矢 为 


445 222 444 、 
45 22 ”44 


A A 
x 一 半 (2， 一 1， 一 2)7. 
这 方法 称 为 习 才 法 ,其 原理 是 ; 任 一 矢量 均 可 用 4 的 本 征 矢 
展开 ,一 全 YW ,经 ~ 次 迭代 后 得 


(ry |" . 
区 一 Pexx® 一 下 :| ax 十 > ( 妆 | cxze | a Wer'!, 


try tr—1y ‘ry 
关 Re A 和 k 2 A 


二 条 考 : A S$. Deif, Advanced Matriz Theory for Srientists and Engineers, 
Wiltys New York, 1982, p. 02. 
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-次 挝 代 后 的 收 敏 速度 与 | 是 | 一 0 的 速度 相同 (注意 到 本 愿 中 的 
0. 1). 


为 求 次 大 本 征 值 , 构 造 新 矩阵 
AA! 一 站 一 A rt 
4 与 4 除 国 一 0 外 ,有 相同 本 征 值 和 本 征 矢 , 故 可 再 次 应 用 乘 宕 法 
求 4 各 *， 
6.6 用 反 代 法 求 纪 阵 


6 3 1 
由 一 2 | 
1 1 1 
的 本 征 值 和 木 征 矢 出 
解 : 设 本 征 值 j 因 | 之 | 宫 | 伴 | 加 | , 相 度 本 征 矢 为 rr xc. 
手 面 给 出 先 代 的 实用 格式 ， 
(1) 用 乘 忆 法 求 最 大 本 征 值 姑 和 本 征 矢 x. 
送 代 的 基本 循环 是 


1 
YY 二 Ax,. X= Pe 


标 度 因子 记 是 为 了 防止 计算 中 所 涉及 之 数 变 得 太 大 或 坟 小 ,可 取 
为 矢量 y 的 范 数 | y 
二 士 | yi 一 二 Cry 或 
一 士 | yl» 一 十 maxj2r|， 


这 保证 上 |x| := 二 1 或 中 x 上 ==1; 其 前 的 士 号 取 y 的 具有 最 大 模 数 
之 分 量 y; 的 正 负 号 , 沈 代 充 分 多 次 后 ,x 入 分 别 收 化 于 x 入. 
本 题 的 前 5 次 进 代 结果 如 表 6. 1. 
妊 
对 生 考 ; W. Ledermann CChief ed. }, Handbook of Applicable Mathemartics, 


vol.  , R. F.Churchhouse Ced.Y Namertca! Methods, Wiley: New York, 1981, pp. 
O08 111. 
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表 6.1 线材 法 选 伐 计算 表 


14. 18. 47 19. 092 19. 171 19. 181 

3 8.3 7.61 了- 840 了- 869 7. 873 

1 3. 33 4. 25 44. 和 4 3 4. 433 本- 4436 .436 

工 1 2 2. 36 2. 427 2- 435 2.436 2. 436 
1 } 1 1 1 1 1 


计算 给 出 大 一 7.873( 至 10 位 的 准确 结果 为 7. 872983346),z 中 二 
《4. 436,2. 436,1). 标 度 因子 取 为 ys. 由 于 宙 二 1; 四 / 妨 二 0.127, 近 
似 的 误差 如 C0. 127)" 那样 趋 于 零 , 每 多 选 代 一 次 近 于 提高 一 位 准 
确 度 . 

(2) 用 逆 选 代 法 求 最 小 本 征 值 4; 和 本 征 矢 x3， 

对 于 非 奇 异 知 阵 4， 

Ar=~ Axr—A lAx = AAr=r Oo AAT lr 
A x= A lx, 
cA 一 下放 一 【WA 一 Arr A hc(A— hl) x 
=>CA— A x = A A) x; 

即 4,A 和 《<4 一 17) ! 具 有 共同 本 征 矢 , 而 其 本 征 值 则 分 别 为 4， 
A 和 (4 一 8) ;这 里 月 称 为 (本 征 值 的 ) 原 点 移 位 . 若 友 是 最 小 本 
征 值 的 近似 , 则 可 用 刁 短 法 于 C4 一 47)-!, 可 加 速 收敛 性 . 

道 选 代 法 的 基本 循环 是 


[y= (4 — hl-ix,x — 二 >, 新 ) 一 (IH) 十 十 |， 
即 由 已 知 x 和 (初始 一 般 取 为 0) 解 出 y, 再 适当 选取 标 度 因子 上 
如 (1) ,以 及 新 的 大 其 收 敏 性 cc| 媚 二 所】 很 快 
本 题 的 选 代 结果 如 表 6. 2, 其 中 开始 两 次 迭代 取 严 一 0, 以 后 利 
用 Rayleigh-Ritz 比 守 2 i 计算 4, 计算 结果 是 : 
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二 放 一 0. 127017( 准 确 盾 为 0. 127016654)， 


r={—0.39227,1,0, 6961377， 


囊 6.2 逆 和 迭代 法 计算 表 


0 1 2 
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1 10 

一 号 —26 

19 

1 一 26 
名 1 一 全. 381 
Q 一 3 1. 000 
1 3 —0.730 
0 I OQ, 127 
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-980 
-481 
.380 
- 39227 


1. O0000 


696813 


.127017 


第 7 章 线性 积分 方程 


7.1 积分 方程 


7.1.1 定 闵 和 分 类 


(1) 定义 ” 几 在 积分 号 下 含有 未 知 函数 的 方程 统称 为 积分 方 
程 ; 若 此 方程 对 未 知 通 数 是 线性 的 , 则 称 为 线性 积分 方程 . 
《2) 分 类 ”线性 积分 方程 有 以 下 几 种 形式 ， 


所 wi 对 ww 

| 天 人 5869)d6 = f(x), 
上 ~ 
pz) — 4 K Uz,b)g (6)d6 一 F(z), 


A 了 wi 了 
BIIEX 一 让 天 《全 太一 Ff Cr) 


它们 分 别称 为 第 一 类 .第 二 类 、 第 三 类 Fredholm 积分 方程 ;其 中 
KKrelyCz)gtz) 为 已 知 函 数 ( 打 号 者 ), 在 其 变量 的 区 间 
La,5」 上 连续 , 愉 z) 为 未 知 函 数 ( 打 ? 避 者 ) 忆 是 参数 .天 (zz 和 狂 为 
积分 方程 的 核 . 

可 以 看 出 ,第 一 类 方程 和 第 二 类 方程 分 别 是 第 三 类 方程 当 
gr) 二 0.4 二 一 1 和 g(r)==1 时 的 特殊 情况 ， 

曙 外 , 阁 当 >z 时 令 下 (xz; 人 一 0 则 得 可 变 上 限 的 积分 方程 ， 
称 为 Yolterra 积分 方程 . 例如 ， 


ox) 一 A| K(x,é) 06)dé = f(z), 
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相应 称 为 第 二 类 Volterra 积分 方程 . 

虽然 如 此 ,第 一 类 和 第 二 类 Fredholm 积分 方程 二 者 在 本 质 
上 是 有 区 齐 的 ,Volterra 积分 方程 与 Fredhoim 积分 方程 也 是 本 质 
上 不 同 的 . 


7.1,2 对 应 无 穷 代 数 方 程 组 


现在 来 考 形 下 列 线性 积分 方程 
| aceooxcoda = Ctwu). 
按照 Riemann 积分 的 概念 ， 
| f(ae 一 him fee, 
其 中 5= Ga /Nsw at BComa vw 6) ;所 以 ,前述 积 分 方程 
可 写成 
lim SA) Xe — Cu). 
由 于 此 方程 两 边 为 区 间 a<cu<<& 上 的 连续 函数 ,车 令 一 4 十 闪 ， 
故 有 
lim S$ Aluso) X Co)8 -= Cw) GG=1,2,,N). 
因此 ,前 述 线性 积分 方程 相当 于 无 穷 (n 二 Noo) 个 未 知 量 的 线性 
代数 方程 组 ， 
Dar, =¢ Go= 12 n)s 
具有 
a = Aluv)d, x,= Kv), c= CO). 
显然 ,对 于 一 般 积分 方程 亦 有 类 似 结果 . 
下 面 将 着 重 讨论 第 二 类 积分 方程 的 解法 . 
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7.2 第 二 类 积分 方程 的 Fredholm 解 


Fredholm 解法 的 步骤 是 先 求 对 应 N 元 代数 方程 组 的 解 , 上 由 
求 使 N-*co 之 概 限 . 


7.2.1 对 应 代数 方程 组 及 其 解法 
与 第 二 类 Fredholm 积分 方程 : 
gx) 一 a Kz ,ty pd = f(x), 
对 应 的 线 性 代数 方程 为 
pr — ATK EE NE = fe) 


或 者 写成 
> op - 六 或 A 一 了 
有 具 有 系数 矩阵 A= (0) 
公 一 并 人 KS 下 (7 此) 
以 及 
Hr =), A rr) 

这 里 z 一 a 十 &G 一 总 ,全 一 全 一 GaJAN 

(1) 行列 式 解法 

上 述 代 数 方程 组 4 一 的 解 为 ?一 4 天, 即 


2 一 2 04 ). 方 一 2 Hh, 
alAl 
nm Oa, " 
DD E., T. Whittaker, G, NN. Watsnon, Modern Analysis, 4th ed. ， Cambrilge 
Univerpity Press, Cambridge, 1927: $3 11.2. 
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所 以 ,如 能 算出 4,/14|, 即 可 求 得 gq. 
(2) 行列 式 的 级 数 展开 
现在 先 把 141| 当 做 w 阶 行列 式 , 按 4 的 符 作 级 数 展 开 ， 


1 放下 11 全 四 AK 1 全 四 AK | 
iA1] AK sd 1 一 AK za 人 AKRK yd 
本 AKRK :1 个 一 AK :全 1 一 AK ss6 
< 一 AD 下) 十 
f 


关于 电 的 系数 : N 一 2 个 对 和 角 元 用 其 1; 其余 2 个 由 N 个 中 取 关 
生生: 加 为 上 是 行列 式 中 于 和 天 项 不 朗 时 和 列 


K. 


之 值 不 变 ， 履 疙 的 系数 为 直立 | “| 2 同样 可 得 入 的 


系数 . 所 以 得 到 |4A| 的 4 级 数 展 开 为 
胡 ，, 政大 


用 类 有 MN 
IA] 一 1 一 AY'K,8 + 全 
2 2 1 人 业 一 二 Ks 


KE: KEK, KK, 
K,, Kj 
K, KL F 


K, 


a 


1 


P ECA 帮 
312 2 2 I 二 


”434 一 1 j=1 k=1 


7. 2.2 Fredholm 行列 式 
现在 来 求 上 述 行列 式 的 角 限 ， 让 N 一 oo0,8-*>0, 则 有 
SK 人 [x 《去 sl ydé 和 


Kié, 二) 天 【< 
?| de de ， 
本 v 所 【上 二 Kté,,£,) 


记 A rore Ks, ) Ke ,ct,) 
万 (4 一 1 一 人 | Ke td dé 二 
| ! 3. 开 【E KE ,ct,) 


下 El 1 二 1 Erle ,été,) Kifl,t) 


A 由 pr 上 
| KE dy) 天) 天 (8 6 ) [dtdé,dé, 
Kilé,,é,) 天 【有 二。 K(e,,E,) 


dé1dé, 


十 一 … 至 无 穷 . 
万 (1) 称 为 下 redholm 行列 式 . 
现在 来 求 代数 余子 式 4 ,Cj 天门 
已 1 K,, K, 
4 一 24| _ AB[K,, — 
Da [ 22 K:, Ks 


K, K: kK, 
+ 局 K:, Ku Kuld:— ...]; 
K, Ka Ks 
当 No0,8 70 时 ,Sr oD(E. 61): 


天 人) 天 (全 人) 
KSEE,) KE,,é,) 
KOGE) KEE) KC,é,) 
+ 全 KEE) 天 (人 人) KOE,,E,) |dedé 
21j je 1 "1 1 2 了 
KOEsE,)) KEE) KCé,,é,) 
一 十 … 至 无 穷 ] 
zyy|i 称 为 Fredholm 初 余子 式 . 
再 来 求 代数 余子 式 4 因为 显然 有 244| -141, 所 以 有 4 > 
Da, " 
DY), 
总 结 起 来 ,在 N 一 co ,85-0 极限 下 有 
12|= Dl), 
A DA), 


De,é,|A) = 4[L 无 [7 ” af 


1 
如 


7 了 .2.3 Fredholm 解 
有 J 了 以 上 结果 ,于 是 
A A 
一 2 14 一 [al + 2 IA 即 
D(zs yi |A) 
一 大 6. 
男 二 下 十 3 Dew 了 了 
车 D(A) 关 0, 相 当 于 非 奇 异 情 况 , 则 第 二 类 积分 方程 之 
Fredholm 解 泡 
ra = Am + | BH fody. 


(1) 倒 易 核 
车 令 


D(x,y|A) 
Deay) 


其 中 Cx,y| 力 称 为 倒 易 核 或 预 解 核 , 则 有 
fx) = wz) 一 a Kr Ede, 


一 信人) 


Pr) = fF) — a ez elD CY dé. 


由 此 可 见 , 若 下 (xz,&) ,4 及 (Iz) 为 已 知 , 前 者 是 关于 多 xz) 的 积分 
方程 ,从 给 定 的 天 ,1 就 可 算出 ECzEla， 则 后 者 即 为 其 解 , 另 - 方 
面 , 若 给 定 上 (x,E) ,4 及 glzx), 司 者 可 看 作 关 于 f(x) 的 积分 方程 ， 
间 样 可 算出 天 (xz, , 则 前 者 给 出 其 解 . 因此 , 刚 易 核 RCr,E) 之 倒 
易 核 为 核 玉 tz, 人 ;5 即 居 (zx,#) 和 请 (Cz, 了 王 为 倒 易 核 ， 

(2) Fredholm 基本 关系 

老将 解 式 ( 后 者 ) 代 入 积分 方程 (前 者 ) 应 得 人 恒等式. 


AcoD= [Fen — Af hz tl] 


6 
— af KCL) — | ae,y 1d dy |as. 


EA 


化 简 后 可 简洁 写成 

(ar+ [x[f—alafl=o 或 |[[K + kAK&If=0, 
对 后 一 式 中 欧 重 积分 曾 作 积分 次 序 和 和 变 基 之 交换 , 我 们 知道 , 若 对 
任意 有 有 了 Xf 二 0, 则 X,==0. 现在 对 任意 6 有 |XCe) (Ede 
王 0, 所 以 X(6) 一 0. 故 有 倒 易 核 之 间 的 Fredhelm 基本 关系 ; 


由 
K(x,E) 4 h(x,E|ND) = | K(x yh ye lidy 


中 
= A klzsy DK dy, 


后 一 等 式 是 由 于 天 和 天 互 为 倒 易 核 . 
《37 Fredholm 解 
现在 再 将 Fredholim 解 的 结果 列 出 如 下 ， 
积分 方程 


Pr} 一 | 天 (r,E)oE)JdE = f(x) 
之 解 为 
_ i 
pz) = 7(z) + Bs| Dr IVF de, 
其 中 
电 
DOV=1— | 天 (el ,tdé, 


pe 
+ 和 | 


Dizr,ylA)= ARK(r, yO— x* | 


A 
+ 


一 十 = 


Re EY) Kelyé,) 
天 (CE Keé,,é,) 
Klrzy) K(xré) 
K(éisYy) KClésé) 
Klryy) Klré)y K(xr,é,) 
Kl sy) Kd) Ke ,és) 
Klésry) 天 (ee KK(E,,é,) 


déidé, 一 十 …， 


1 


dé,dé; 
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(4》 可 解 厅 件 

积分 方程 之 可 解 厅 件 是 

万 (天 0, 相 当 于 非 奇 异 情况 . 

忆 姜 GDCzyyli 收 伊 .从 有 限 变 到 无 穷 , 出 现 收敛 性 问题 ， 
需要 证 明 , 天 (人 zy) 在 什么 条 件 下 ,能 使 五 (0 ,Ptzyli 收 伍 ? 如 
果 牙 伍 才 是 解 ,最 方便 的 方法 就 是 代 进 去 检验 一 于 . 其 体 说 , 若 在 
区 间 ea 委 z,ys 上 K 民 (x ,yy) 为 连续 实 变 函数 (Fredholm 方程 ?或 
者 在 区 闻 a 所 yy 所 x 所 5 上 下 (z sy) 为 连续 实 变 耳 数 ,而 当 yz 时 
天 (zy 一 DCVoltetta 方程 ), 则 方程 可 解 .关键 是 天 (zyy) 一 定 要 
有 限 . 


了 了. 2. 例子 
于 面 举 一 个 具体 例子 ， 
zz) 一 4[ Czé + € gE)dE = x 


这 明天 (r yy 一 Xxy 十 y 二 ylr 十 y) ,f(z) 二 zx. 于是， 
下 【去 ) 一 261 ， 


ee 下 (二 ) 2 十 名 
KEED) 天 (人 | |& +é 2 
一 一 8eCE 一 £,)?, 
当 zzP3 时 ,各 行列 式 均 为 0, 因为 
开 (EE) KE Es) KEE) 天 (ee) 
KOE ts) KOsbs) KC) 天 (6 
K(EE) KOEsés) KOE€) 1 K(k,) 
KEE) Kk) K€) 1 KC,k,) 
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El 十 后 &1 十 吕 十 €; 机 1 十 二 


十 二 
二 GS 十 言 剖 十 癌 名 十 站 十 

高 十 全 名 十 人 和 十 各 名 十 襄 
(后面 各 列 减 去 第 一 列 后 得 下 式 》 

厨 十 癌 总 一 厨 和 一 厨 … 一 和 

和 十 和 一 


一 ES 和 十 所 > 一 专 : $3 所 1 机 一 上 


和 二 如 一 6 一 
(后 面 各 列 提出 因子 后 全 同 得 下 面 结果 ) 
一 全。 
因此 ,可 得 
KOE EL) 天 (ez) 
KR(E ES) K(f,,£,) 
=1 —4| 26de 一 全 | (6 一 名)2d6ude 


| 2 1 


类 似 地 ,可 得 


1 2 rirl 
DCD 一 1 一 二 天 (ed6 十 下 了 [eae 


1 


DryyI2)— AK(r,y) 一 对 


K(r,y) Klr,é) | &, 
ol KS,y) KCS ,Ee ) 
一 yz 十 办 一 x [yc | y) 28 
— yété + TI + y) jdé 
zt 
最 后 求 得 方程 之 解 为 


加 1 站 
(72 一 244 工 十 184 
72 一 484 一 时 
7.3 第 二 类 积分 方程 的 Liouville 和 渤 代 解 


将 积分 方程 写成 
PX) = f(r) 十 2 KCz,é) pydé, 


用 选 代 法 求解 可 得 
震级 近似 : rz) 一 Fr) 一 山 ()， 


一 级 近似 ， p(x) 二 f(x) 十 4 Kr OR Ea 
二 级 近似 : pCz) =/(z)+2| Kr, ta (é) dE= 4), 
n 十 1 级 近似 ; gz) 一 Fn 十 让 Kr) pe dp). 
或 者 ,将 p(x) 形 开 可 得 
Rr) = fr) 十 4 Kz,l) | Fe + af Ke ,fdy ae 


= f(x) + a KOOF Ed + 如 | Ke Cr fF ydy, 
其 中 葡 交 换 积 分 次 序 并 令 
五 人 (rryy) 一 [x (TEIK CE, ydé, 
类 似 地 可 令 
Ky) 一 | KOSKTE,y) dE, 


下 
KetD(r,y) 一 | KCr eIKE, ydé, 


于 是 ,可 得 Liouville 揭 代 解 为 
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gx) = f(x) 十 Ke + 2 天 er,6) 
十 BK (rE) 十 fd 
一 f(x) 十 [[Exg"” Cx ,6) If Cede. 
用 这 方法 不 容易 得 到 闭 型 精确 解 - 般 情 况 下 ,被 积 男 数 所 包 


括 的 级 数 项 有 无 限 个 . 假定 此 级 数 收 汝 , 则 会 有 


D(x,y|a) n Eriny 
DA) 一 之 MK (Ty). 


7.4 章 次 积分 方程 


7.4.1 有 非 平 几 解 的 条 件 


对 于 积分 方程 
gx) 一 | Kr,S ped = f(r), 


其 对 应 代数 方程 组 为 
1 一 AK {xi We 
— AK(xXoyr)d 1— Mrssr2)d 


一 AK (CII + wii 一 AK (XT EN 
一 AK {x ,TNO 


] 一 AK (Tw ,Tw 


— AKCrwTIB CC— AKCTrw, Ts) 
PI) F(x1) 
PT2) f(r2) 
TD) (rin) 
如 
An 一 了 了 


如 果 [14 一 万 (一 0, 则 为 坷 异 情 癌 ; 在 此 情况 ,ELPCr)， 


zz) 本 被 映射 到 其 子 空间 中 . 因此 , 若 [.ACz) :Frzv)] 是 在 
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9 的 该 子 空间 中 , 则 方程 有 和 解 ,否则 无 解 . 
因为 f(x) 二 0 总 是 在 8 的 子 空间 中 , 故 齐 次 积分 方程 


P(r) 一 让 Kz, tp) ds 一 0 
有 非 平 凡 解 gtx) 关 0 的 充 要 条 件 是 DD)=0. 
7. 4.2 看 作 本 征 值 问题 


将 齐 次 积分 方程 写成 
fc etdé 一 TP(z), 
其 对 应 代数 方程 组 状 
Kd Kd 1 Kn | | | 
Kd Ked 2 Knd | i 1 性 
; 
Kme Kw + Knnd| Loy Fh 
其 中 天 :一 天 ( 人 (rz 门 , 多 一 9 人 一直 一 2 一 4 十 &; 即 
D>) (Kd) = Tg 或 p= +9， 


后 式 中 矩阵 .% 一 {Ks6), 这 就 与 第 6 章 中 讨论 过 的 本 征 值 问题 一 

禅 . 但 应 注意 ,积分 方程 的 本 征 值 常用 元 表示 ,如 上 式 所 示 . 这 与 抵 

阵 的 本 征 值 用 4 表示 , 写 为 Ky 一 加 的 习惯 不 同 . 
现在 的 问题 是 要 求 出 4 的 这 样 一 些 信 ,它们 使 上 述 齐 次 积 


分 方程 具有 非 平 凡 解 ;这 些 4. 值 以 及 相应 的 解 8 (x) 分 别称 为 核 
天 (x;3y) 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 


7. 4.3 对称 核 与 Schmidt 定理 


若 积 分 方程 的 核 是 对 称 的 ,下 (x,y) 一 下 (y,z), 则 上 述 .2 一 
{Ki8} 是 对 称 矩 阵 . 根据 本 征 值 问题 的 理论 ,有 本 征 值 和 本 征 矢 存 
在 . 办 此 ,在 极限 (>0) 情 况 下 ;上述 齐 次 积分 方程 在 例如 4 一 久 
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时 有 和 解 只 (Cry , 即 

[Kg Cd6 一 TH), 
这 里 称 汶 核 下 (xz,y) 的 本 征 值 ,而 相应 的 gz) 称 为 其 本 征 若 
数 ， 

这 样 一 来 ,也 就 证 明了 下 述 Schmidt 定理 : 若 积 分 方程 的 核 
是 对 称 的 , 则 前 述 Fredholm 行列 式 为 零 的 方程 DO) 二 0 至 少 有 
一 个 根 . 

7.4.4 本 征 葬 数 的 正 交 归 一 化 

设 入 A Da)=0 的 根 ,W (Cr), )， 
I) ,… 是 与 这 些 本 征 值 相对 应 的 本 征 痛 数 , 则 
它们 具有 下 列 性 质 . 


(1) 与 不 同 本 征 值 相对 应 的 本 征 函 数 是 正 交 的 . 
证 ; 车 加 了 加 ;于 是 


[Kir y™ dé = 十 gf (z) ， 

[gC (ede 一 Lz). 
对 上 列 二 式 分 别 施加 运算 | …y”(z)dz 和 | …ym (zydz 于 其 两 
边 ,得 到 


丰 
| eK Oy cededz 一 志 | GI TIGI LI dx, 


| enkasdz = +[ wm Cr Cx) dr. 


首先 注意 到 上 商 二 式 左 边 是 相等 的 ,因为 只 要 在 其 一 中 交换 积分 
变量 x 一 上 并 计 及 积分 方程 核 的 对 称 下 (Er 一 玉 (x2) 就 立即 可 
以 看 出 这 点 .于 是 .上面 二 式 相 减 后 得 到 

[2 一 it) | ey" de = 0O; 
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由 于 设 定 加 天 心 ,所 以 
[emg Crdr = 0. 
这 如 是 二 浮 数 gz gz) 相 瑟 正 殉 的 定义 , 它 是 第 6 章 关 于 
本 征 值 间 题 的 讨论 中 与 不 同 本 征 值 相对 应 的 本 征 舌 相互 正 交 这 一 
性 质 的 直接 推广 , 即 gg ，92 一 和 或 
Le™ CTI Cr) 十 dre gd (xr,) 二 
十 月 Crwyg" (rn) | 二 0 
的 极限 性 质 . 
(2) 本 征 唤 数 可 以 选择 为 归 一 航 , 基 
[er dz = 1. 
这 与 本 征 值 问题 中 选择 本 征 矢 为 单位 笑 9 中， gq 二 1 相当 . 
换 句 话说 , 当 积 分 方程 的 惊 为 对 称 函 数 开 (zy 一 区 Cyyz) 
时 , 齐 次 积分 方程 
gr) 一 | cercepdt -0 


可 当做 无 穷 维 空间 中 的 主轴 变换 来 看 待 . 对 特定 的 4 值 , 它 有 固定 
的 方向 与 长 度 ,分 别称 为 本 征 值 和 本 征 矢 (本 征 范 数 ) ,以 及 其 他 一 
些 类 位 性 质 . 

以 上 的 正 交 与 妇 一 性 质 可 结合 起 来 写成 

Ea Cr rdr 一 个。 

其 中 Bo 是 Kronecker 符号 , 满足 这 种 性 质 的 函数 系列 称 为 正安 归 
一 本 征 欧 数 系 . 
7. 4.5 求 本 征 值 和 本 征 撩 的 Aitken 方法 


设 有 齐 次 线性 方程 组 
Dream 一 Ar 或 Ax 一 ax， 
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其 中 方 阵 A 二 {a,). 令 其 本 征 值 为 为 ,为 ,…, 思 ,并 且 | 克 | 袜 1j|>> 
… 之 | 义 | ,相应 正 交 归 一 本 征 矢 为 xm ,ze wxe ,因为 任意 矢量 
xm" 均 可 用 本 征 矢 作 线性 展开 ， 


中 一 age， 
当 用 A* 作用 于 达 ' 于 ,者 有 充分 大 , 则 有 
Web 一 2 Ar = 2 2 A Ml, 


即 其 结 果 近 似 为 (或 正比 于 ) 最 大 本 征 矢 ! 册 此 可 求 出 和 x 根 
据 这 一 事实 ,AA，C，Aitken 提出 求 李 征 值 和 本 征 舌 的 一 种 实用 方 
法 ,其 具体 作法 如 下 : 

首先 作出 方 阵 4 的 下 列 平方 竹 序 列 

AA= 4242h2 一 44 4444 一 48 A 42 -42 ,ens 

将 其 作用 于 一 任意 矢量 xz , 则 得 试用 矢量 xz ,例如 

AT Warb 一 x oc 于 0 ， 
由 此 代 回 可 求 出 最 天 本 征 值 为 及 相 度 本 征 笑 x 中 ,如 果 还 不 成 的 
话 , 可 再 运算 一 次 

A x™ = A x oc wl), 

或 者 ,比较 A* x 与 4 ae 看 其 是 否 近 似 成 正比 ;如 果 是 的 话 ， 
则 可 通过 

[4z wr/AT We] 
近似 求 出 ,而 xm 的 归 一 化 矢量 即 为 x9. 否则 的 话 , 需 再 试 算 下 
去 . 

这 样 求 出 最 大 本 征 值 站 及 相应 本 征 和 撩 ro: 后 ,如 何 求 其 余 的 
本 征 值 和 本 征 矢 呢 ? 这 里 要 用 到 对 称 抹 诈 的 下 列 展开 形式 . 

设 有 对 称 和 矩 阵 4 二 {a.;} ,其 本 征 值 为 而 ,为 : 并 有 | 而 | 人 > 
| 守 >||; 其 相应 正 交 归 一 证 征 天 为 xx 、… x" 前述 
齐 次 线性 方程 组 还 可 用 张 量 方程 的 形式 表示 为 

两 。 工 一 Ar、 
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其 中 张 量 A 的 分 量 即 为 矩阵 元 ai, 左 地 的 。 ”表示 “ 迪 科 ” 于 是 ， 
张 量 有 可 用 本 征 值 利 本 征 和 拓展 开 为 
中 一 全 全 即 al 一 DP EE 
验证 如 下 : 
[A .xn] 一 > aszf” = > Dy Ar (0 人 
一 SY Nr bm 一 和 re， 
即 
A x™ 一 用 
车 已 求 出 最 大 本 征 值 为 及 相应 本 征 矢 x 路, 考虑 下 列 系 数 张 
量 A: 
A 一 由 一 ADx0) 一 Sar tr, 
即 
af ~ 0 一 hr rt Due oD, 
显然 , 或 4 一 {aii} 的 本 征 值 为 如 ,如 :其 相应 本 征 尖 为 x , 
:Tx" .于 是 ,可 仿照 前 面 的 作法 求 出 次 大 本 征 值 i; 及 相应 本 征 
其 x 
其 余 的 本 征 值 及 本 征 矢 可 继续 照 此 办 理 而 全 部 求 出 . 
以 上 方法 因为 求 4 等 可 在 计算 机 上 直接 送 算 求 得 ,所 以 很 


实用 . 这 和 神 方 法 称 为 Aitken 方法 ;由 于 来 用 对 系数 矩阵 的 逐次 平 
方 , 叉 称 净 次 平方 法 . 


7.4.6 章 次 积分 方程 的 本 征 函数 系 
对 于 具有 对 称 核 的 齐 次 积分 方程 
[Kz,S) 966)de = Loc), 


同样 可 用 Aitken 方法 来 求 其 本 征 值 及 正 交 归 一 本 征 范 数 系 . 只 需 
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注意 到 下 列 对 应 关系 (用 “全 ?符号 表示 “相当 于 ”): 
Ax 一 ax 全 | Kz,t pede 一 Tox), 


A A 天 zzyy) 一 [cce,yde， 
A 人 K(x,y) 一 (Kir, KE, dy 
A KK’ (zyy) 一 | K* 28K? ,de 
以 及 下 列 对 应 的 展开 形式 


A DAxox® 会 KGziy) = DP Ey), 
后 者 称 为 Hilbert-Sehmidt 展开 . 这 样 就 可 以 类 似 上 一 小 节 那 样 逐 
次 求 出 如 ,DFCz) ;当然 ,这 里 最 先 求 出 的 实际 上 是 
最 小 本 征 慎 ., 热 后 采用 

天 (zy = Kx,y) 一 EH Ce y), 
又 可 求 出 了 次 最 小 入 及 2x). 依 此 类 推 即 可 求 出 全 体 本 征 值 及 其 


本 征 函 数 系 . 


7.5 第 二 类 积分 方程 的 Hiibert-Schmidt 解法 
对 具有 对 称 核 的 第 二 类 积分 方程 
gx) = fx) 十 让 KCz, tedé, 
可 采用 Hilbert-Schmidt 解法 ,具体 步 又 如 下 : 


首先 , 利 几 上 节 的 Aitken 方法 求 出 相应 齐 次 积分 方程 的 本 入 
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值 和 加 及 其 正 变 了 归 一 森 征 函数 系 g(r) (x) ， 
和 (了 
其 次 ,假定 f(x) 可 用 g(x) 展开 为 
fz) 一 De" (zr), 
可 确定 出 展开 系数 c 为 
ca 一 ae (Cx)drz. 
最 后 ,假定 Kx}) 可 展开 为 
PT 一 EA 
代 回 积分 方程 ,并 考虑 到 Hilbert-Schmidt 展开 
_ 1 my I my} 
K(xr,£) 一 2 i (rp™ Ee), 
得 到 确定 展开 系数 zx 的 下 列 方程 
D zp CT) = Dy cp™ (x) 


和 让 | 之 Le™ a)g™ 8) | ( Dp" (E)) dé 


一 Ze" (7) 十 42 Eg 
于 是 ,用 比较 系数 法 或 两 边 癌 了 乘 以 名 (z) 理 积分 容易 得 到 


入 
2 二 Ci 十 A 


有 即 “一 [1 一 辣 ) a 一 ij 


因为 pp [有 | 均 为 已 知 ; 战 得 到 KT) 用 gy (zx) 展开 的 级 数 解 ， 
Px) = >| < 3 er). 


这 里 有 六 点 需要 注意 . 首先 是 要 求 万 (天 0, 即 1 不 是 本 征 
值 , 这 是 7.2.3 节 担 过 的 积分 方程 的 可 解 条 件 . 其 欢 是 假定 f(x) 
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可 用 ”wm"(z)y 作 展开 .还 有 重要 的 是 积分 方程 核 不 要 满足 其 些 条 
件 ,使 前 面 的 Hilhert-Schmidt 展开 成 立 . 总 之 , 求 出 解 后 把 它 代 订 
原 积 分 方程 进行 检验 ,对 就 成 了 . 

最 后 应 该 注意 ,以 上 所 介绍 的 均 为 一 般 方 法 . 另外 ,对 于 积分 
方程 ,变量 有 多 少 没有 分 别 , 做 法 是 一 样 的 ;不 像 微 分 方程 有 党:? 
和 “ 偏 ? 之 分 . 

习 题 
7.1 求 下 列 齐 次 积分 方程 
HI) 一 | cy 十 yO Fy) dy 


的 本 征 值 和 本 征 函 数 "(ry{n 二 1,2}. 
解 : {a) 这 里 尺 (xyy) 二 zy 十 ,由 ?7.2.4 节 例 子 已 求 出 
Fredholm 行列 式 户 () 为 


DWV=1— 全 la. 


pi 
求 DCV) 一 0 的 根 可 得 本 征 值 ,由 


2 1 四 2 


求 得 
二 一 24 十 8 2 ， 加 一 一 24 一 18~V ?2. 
这 样 只 能 求 出 本 征 和 值 ,本 征 函 数 还 是 不 能 由 此 得 出 ;所 以 应 该 
换 用 别 法 . 
(b) 试验 法 .根据 对 核 下 (x,y) 的 观察 检查 ; 取 多 zxz) 一 az 十 甩 
这 一 试用 形式 ,代入 积分 方程 进行 求解 和 验证 . 于 是 ， 


1 
ar 十 B= A| Cry 十 只 Jay 十 Pdy 


1 
一 4| [ce + By)r + Cays + By:)Jdy 
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= 州 二 < 十 3 去掉 工 十 让- Ta 十 二 8|， 
比较 系数 得 到 确定 a,8 的 方程 组 为 


c 一 包公 + 万)， [1 一 人 ja— 38=0， 
p 一 久 守 十 总 | — Zat (1 人 p=0; 
有 非 平 凡 解 的 条 件 是 
_22 
DC) = 2 一 1 一 了 4 一 序 * 一 0 
4 3 


由 此 求 出 本 征 值 ,3 为 
一 24 二 18~V2， = 24—18~MV2; 
分 别 代 入 确定 ae;B 的 方程 组 , 令 二 一 1, 有 一 1, 则 得 到 相应 未 归 
一 化 本 征 获 数 FDCx) ,g(x ) 为 
gr) V2r+1, Hilr mv?r—1. 
7.2 求 下 列 积分 方程 


FT) 二 并 十 ic 十 yy) dy 
的 解 , 其 中 1 入 本 征 值 . 
解 : 7.2.4 节 中 已 将 土 述 方程 作为 例子 ,用 Fredhpholtm 方法 解 
过 ,现在 用 Hilbert-Schmidt 方法 和 试验 法 进行 求解 . 
《a) Hilbert-Schmidt 方法 . 由 上 十 题 已 求 出 齐 次 积分 方程 的 本 
征 值 和 本 征 郑 数 分 别 为 
届 一 一 24 十 18 2 ， 光 一 一 24 一 18</ 2 
PIT 一 2z 十 1，Yagz) 一 2zr 一 1 
容易 求 得 
V2 


flx) 一 工 一 Lez) 十 Cz), el 一 cs 一 了 


S 
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因而 re 可 展开 为 
PT -一 zi rx) 十 wa (Cx), 


“| Cr t= 1,2}; 
Hv 2 Ooe9 {6v 2 — 9)4— 18~v 2 


全 1 一 


1 工 刘 72 
__6vV2+9 (6VE 914 一 18w3 
4 十 24 二 +182 4 十 484 一 72 
于 是 , 求 得 积分 方程 之 解 为 


《244 一 了 2)7 一 184 


HX) 一 (zl 十 sa 2 十 (zl 一 zz)》 一 开 十 484 一 了 2 


Cb) 试验 法 . 取 yx) 一 azx 十 8, 则 有 
+ 


p= 1l84 
十 48A 一 72 
_ (244 — 72)x — 18A 


Px) XN 二 48A— 72 


这 与 前 面 的 结 打 一 
上 
7.3 求 下 列 积 分 方程 Kz)—z+2| (zy 十 ygly)dy 的 解 . 


解 : (a) 由 于 f(z) 二 zx! 不 能 用 齐 次 积分 方程 的 本 征 函 数 作 
线性 展开 ,因此 不 能 直接 采用 Hibert-Schmidt 方法 求解 . 为 此 ,用 
KZ) == 荆 十 (zx) 作 变 搁 , 得 到 关于 y(txz) 的 下 列 积 分 方程 
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1 
vr) = Al 二 十 二 | 十 A| Czy 十 yw ey)dy. 


这 里 f(x) = 工 z 十 革 ] 一 2] (zy 十 3)yzdy, 可 用 其 齐 次 积分 方 
程 的 本 征 函 数 { 形 式 同 前 三 ) 表 达 为 
fx) 二 二 十 二 | 
-ea 
于 是 ,容易 按 Hilbert-Sechmidt 方法 求 得 


12A(A+ 15)z — 3A(A — 48) 
10C 二 484— 72) 


(Cb) 试验 法 . 取 glx) 一 Tz 十 xz 十 8;, 则 有 


HE) = x 


1 
-4+ 到 
同样 很 容易 求 得 上 述 结果 . 


(c) Fredholm 解法 . 由 7. 2, 4 节 例 子 已 经 求 出 Fredholm 行 
列 式 和 初 余子 式 分 别 为 


DC)=1—- 二 1 J 


2 
34 724 ， 


Dirzsy|a) = Atxy 十 虹 ) 十 x 六 _ Hy 有 Ee 十 pe ， 
容易 求 得 


1 
HA)= 2 十 万 (| Dee,y1Dydy 


12404 十 15)z — 34(4 一 48) 
10( 和 2 十 484 一 72) ， 
7.4 试 证 明 , 若 丸 为 对 称 核 入 (z 轨 的 一 个 本 征 值 , 则 积分 
方程 
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Pr) 一 f(r) | Kz 9dy 


无 解 ,除非 zx) 与 对 应 于 加 的 所 有 本 征 函 数 均 正 交 . 

证 : 首先 ,因为 万 (jl) 一 0, 故 积分 方程 一 般 无 解 . 但 是 , 若 
f(z) 与 对 应 于 罗 的 本 征 函 数 g(x) 正 交 , 则 可 证 明 其 肯定 有 解 . 
《为 简单 起 见 , 设 如 为 单 根 , 对 重 根 情况 可 类 似 地 证 明 ,) 

注意 到 下 (x,y) 可 展开 为 


KCrsy) = K(x,y) 十 i CxIG Cy), 


Kl(r,y) = > EP Cr)" (y), 


其 中 > ' 表 示 对 与 ¥" 正 交 的 所 有 ww"* 之 项 求 和 . 现在 再 令 
PT) = HX) 一 zo Cx), 


zo= | zym Cx)dz 

于 是 有 

| KCr,y) py)dy= 4a| K(x,y) py)dy + zop™ Cx) 

一 4 RCz, yy)dy 十 zo Cz), 
因而 原 积分 方程 变 为 
HT) = fr) 十 %| Kcz, WH)dy, 

现在 加 并 非 玉 (rx,y) 的 本 征 值 , 即 DC) 关 0, 故 一 般 有 解 . 若 用 
站 -…y* Cz)dz 作用 于 上 述 方程 两 边 , 得 到 


占 
| frye "(rdzr = 0. 


即 要 求 (XT) 与 9 (CT) 正 交 , 也 就 是 说 ,f(z) 处 于 yz) 的 子 空间 ， 
即 与 zx) 处 于 同一 函数 空间 . 
7.5 试 证 明 , 具有 对 称 核 的 第 一 类 积分 方程 
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f(z) = [x (Cz, dy 
的 一 个 解 是 
Hx) = Dj ahg™ Cz), 


条 件 是 该 级 数 一 致 收 语 ;这 是 ,g(tz) 是 下 (zx,y) 的 本 征 值 和 本 
征 疯 数 ,而 tn 是 
f(z) 一 > af" (rx) 


这 一 展开 式 中 的 系数 . 
证 : 若 gx) 一》 hg"《(z) 一 致 收 襄 , 可 将 其 懂 入 积分 方程 


右边 进行 逐 项 积分 得 到 
[Key pdy= Da | Klzsy) Gy)dy 
一 Don 。 "x) 
一 Pap" (x) = fr), 
得 证 . 
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第 8 章 函数 空间 


内 


8.1 3| 


mk 


8. 1.1 基本 概念 


以 画 数 作 汶 点 所 构成 的 无 穷 维 线性 空间 , 称 为 函数 空间 . 
考虑 定义 于 区 间 (ka'2 上 的 任意 二 画 数 ,Fr 和 gr) 可 仿照 
矢量 空间 中 矢量 标 税 的 概念 ,引进 


‘f,g) 一 [fg trar 
作为 函数 空间 中 二 函数 的 标 积 或 内 积 . 同时 可 定义 函数 /(x) 的 长 
度 |f | 为 
f= | Ee pdr = VD, 
二 函数 f(z) 和 g(x) 之 间 的 距离 | /一 g | 为 


el= Aren -eaz=- VT Pf, 
以 及 二 函数 之 问 夹 角 的 余弦 为 


coOsH 一 


(FE7 
ATF 门 (区 ) 


8. 1. 2 ”Schwarz 不 等 式 


因为 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 
| 让 十 | 地 | 裕 17 十 8 或 
vf DV RR vg + gg), 
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两 边 平 方 后 得 
(ff 十 (gg8) 十 2 SBE) f+ gf + g) 
= (tf, + (gg) + 2(f ,8), 
于 是 ,消去 相同 项 后 两 边 再 平方 得 
(ff BB) 2 了 7) 
推广 至 现在 的 霄 数 空间 ,容易 得 到 


fre fc0)dz] ge cr)dz > (| fer)g cr)dz) . 
或 者 ,将 下 列 显 然 结 果 
[ {ffs)ecy) — f(yg(z)Jdyldr > 0 
展开 后 ,容易 得 到 
oS (LF)g’y) + Fg) 


一 2f Cx)g Cf yg (9) dy )dz 
目 
一 | Feopdz| ecooay 十 ecoaz| F Cy)dy 
一 ?| reegczdz f(a dy 


一 (Feedz| gor)g rydr 一 [[ rescoaz] | ， 
即 
| eepyrepdz| ecopsgcopdz = [WEE ] 


以 上 结果 称 为 Schwarz 不 等 式 . 
由 于 此 不 等 式 , 表 明 前 面 所 定义 函数 空间 中 两 函数 夹 角 余 蓄 
的 正确 性 . 
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$. 1,3 备注 


应 注意 : (1) 函数 的 定义 区 间 (a,5) 也 可 以 为 无 限 ,; 如 a 一 
一 co，8 一 co 后 面 将 不 男 如 说 明 .〈2) 对 于 复 值 函数 ,(f,g) 的 积 
分 中 之 了 应 取 其 复 共 斩 f°". (3) 推广 至 多 元 函数 的 情况 是 很 容易 
的 . 

另 一 方面 , 矢 其 空间 中 常 取 正 交 归 一 矢 基 集合 为 其 基 : 与 此 类 
似 , 函 数 空间 中 则 常 取 正 交 归 一 函数 系 为 其 基 ., 在 7. 4. 4 节 曾 讨论 
过 正 变 归 一 本 征 通 数 系 ,下 面 将 首先 一 般 地 论述 正 交 归 一 函数 系 
及 其 性 质 . 


8. 2 正 交 归 一 函数 系 


$8. 2.1 定义 


一 组 连续 实 了 畏 数 gC) War az 若 它 们 在 区 间 
《a ,6 上 满足 条 件 : 


we CaP rdr 一 0 Ga 天 天)， 

出 称 之 为 互相 正 交 的 (8 上 8); 另外, 若 满 足 条 件 
[er (z)dz 一 1， 
则 称 之 为 归 一 化 的 8” 的 “长 ”一 1); 或 合 记 成 
fw Cc) GP (zdx — Gm, 


并 称 这 样 一 组 消 数 为 正 交 归 一 函数 系 ， 
正 交 归 一 函数 系 构 成 函数 空间 的 基 [ 函 数 系 ], 它 与 失 量 空间 
的 基 [ 矢 系 ] 类 似 , 例 如 ,上 述 条 件 相 当 于 


PD 中 咱 ? -一 Et 一 全 ， 


它 还 具有 与 之 相应 的 一 些 性 质 ,如 线性 无 关 性 ,完备 性 等 . 下 面 分 
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别 子 以 讨论 . 
8. 2. 2 ”线性 无 关 性 


正人 交 归 一 函数 系 是 线性 无 关 的 ; 即 :如果 
Yc Gr) 一 - ci dr) | …* 十 ci g(r) 十 … 二 必 ， 
则 | 


cc) 一 rr 一 一 ea 一。 一 0 
证 ; 用 | …g"m (I)dz 作 用 于 前 式 , 得 到 
0 一 ev (Cr) 二 一 十 cr) 二 -Grdr 一 co 


这 里 诺 用 了 g(x) 的 正 交 归 一 性 质 , 因 而 得 济 上 式 , 即 gfY (x)， 
一 ,PCT),""…* 是 线性 无 关 的 . 


8. 2.3 完备 性 


函数 空间 中 和 定义 于 区 了 亲 4a,6) 上 的 任意 阔 数 Fr) 均 可 用 该 空 
间 的 基 消 数 9 (z) 的 线性 组 合 来 表示 , 即 


AT) 一 ?coG(Z)， 

这 里 ce" 是 xc 在 8 (zz) 方 向 的 投影 , 即 zx) 与 8"(z) 的 标 积 ， 
co 一 [Es Ca) FYdz. 

此 性 质 称 为 正 交 归 一 函数 系 的 完备 性 . 


8.3 Fourier 级 数 


Fourier 组 数理 论 是 以 三 角 函 孝 钞 为 基 的 函数 空间 的 典型 例子 . 
8.3.1 三 角 国 数 系 


下 列 丁 数 系 : 
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Cr) Ce i/ ~ ON, 


] _. 1 
Mr) = SIN ， Hx) 一 cosr, 
FU Cx gt = 
时 并 人) 一 -sin2z， 和 一 一 COBSET yr » 
™ ~ 
一 ] . ] 
2r 1) {I) 一 一 仿 1 区 [] a 《了 性 丫 号 扩 并 再 下 
9 1 AT 


是 在 区 间 [ 一 x,wj 上 的 正 交 归 一 函数 系 , 称 为 三 角 函 数 系 . 它们 是 


| PICzrI GH Cr)dr 一 去 | dr 一 1， 
{ (一 支 | sin’r.rdz 
lr 
一 去 | G cos2rz)dz ] ， 
| POTI HN TI 一 二 coOsr rdx 


一 去 | aa 十 cos2rr)dr = 1; 
它们 是 相互 正 交 的 ,因为 
| PIT i (rdz 一 7 sinrrdzr = 0 (rr F111)， 
~ 5 x 
| , , 了 本 
元 _ Sin ri sin star 2 | eos (rsx cos(r 二 s)x ldr 
二 让 (rT 关 ， 
二 | cos rz cos sxzdz 一 去 | [eostr — s)x + cos(tr + sx dr 
一 0 (天 5)， 
去 | Sn FT COS $AdxO—= 去 | [sinkr 十 5 二 十 Sintgr — sx Jdrx 
Ts 2 x 


上 gO CTI HN) dz 一 


_ SOsrzdx 一 Dr 斯 1 


一 9， 
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8.3.2 国 数 的 Fourier 级 数 展开 


人 JAX)0] 用 二 和 角 函数 系 宸 示 为 
fr} = 4 十 《GTICDS 十 Psinz) 十 Lazcos2r 十 Bsin27) 十 ， 


2 
一 方 a 十 > (CaCOSnr 十 bsinnzr), 
其 中 
一 二 | frecosnrdr 
Cn 一 口 ,1， 之 0 
再 .一 = 二 | f(r)sinnrdz 
这 样 的 展开 称 为 A(z) 的 Fourier 级 数 ,而 a, 和 5, 则 称 为 f(r) 的 
Fourier 柔 数 . 


应 该 指出 的 是 , 这 里 的 “一 ” 须 证 明 ; 大 致 说 ?了 , 若 f(z) 是 具有 
限 跃 变 的 分 段 连续 函数 (如 图 ), 册 了 其 Fourier 级 数 在 连续 点 xz 收 
化 于 rz)， 而 在 跃 变 点 x, 则 收 敦 于 


二 LPGn 二 ) 十 fm 一 中 


一 元 半 “而 区 


DE. T. Whittaker: G. N, Waetson, Modern Analysis, 4th ed. ， Cambridge 
University Press, Cambridge, 1927; § 1. 42. 
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其 次 应 指出 ,车 函数 f(z) 定 义 于 任意 区 间 (a,6), 可 通过 引进 
新 变量 > 一 2 | z 一 二 (6 十 a) |, 并 定义 新 函数 Cy) 一 /zx), 则 
h(y) 定义 于 区 闻 ( 一 x,n) 上 ;对 此 可 按 前 述 方式 进行 Fourier 级 
数 展开 , 最 后 再 变换 回 原 变 量 x 和 原 函 数 f(x) , 则 得 任意 区 间 上 
的 Fourier 级 数 . 


8.3.3 Parseval 公式 


定义 于 (一 r*r) 上 的 函数 fix) 用 三 角 函 数 系 展开 为 Fourier 
级 数 时 ,有 下 列 Parseval 公式 ， 


| Tr) Fx)dr 一 {la 十 > al 十 并 ) 上 
定义 于 (la;8) 上 的 沙 数 f(z),g lx) 可 用 正 交 归 一 痛 数 系 
RT 和 开 为 广 闷 Fourier 级 数 
fxr) = Seemgn cr), cm = orf rdr, 


Pn 
gx) = Yd gz), ce 一 | gx)g rdr, 
# 王 站 ] 


同样 有 Parseval 公式 ， 
6 Cr 

| rftrdr 一 cn?， 
” 如 一 所 


以 及 freepecedz = Seema", 


它们 类 似 于 笑 基 空间 中 用 正 交 基 £33,…,E"* 展 开 时 的 标 积 , 即 ,车 
f= + he g= gv t+ ge, 
则 有 
f= + (fa) = fgit tt fg.. 


$8.3.4 应 用 例子 


郴 数 (x) 的 Fourier 级 数 是 
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= 1 — . 
Fx) 一 Ga 十 > Cancosnzt 十 bsinnzy, 


H=1 


A = | ftir)cosnrdr 
加 (na 一 0,1,2,…). 
卫 ， 一 去 | Fr)sinnrdzx 


应 注意 ,级 数 展开 式 给 出 的 xr}) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 ,而 
确定 Fourier 系数 a.,b 中 的 原 函 数 f(r) 只 需 在 区 间 ( 一 x,7) 耶 
以 定义 即 可 . 

例 一 

Rr) 


fr Cx 人 rn) 
1 置 


对 rz 
号 1{ 一 Sn | “ __ Zcosnz |" 
~ dn nn Re nn | 。 
2rcosrr 2 ，。 
nt 一 并 C 1» 了 于 
或 所 一 | zsinnzdr 一 一 Xd cosnz 
一 一 一 [zcosnz ” | cosnzdz | 
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一 一 ox COSAT 一 一 和 1Y”, 

1 寺 
a = 0 bo 1) 二， 

下 
于 是 , f(z) 的 Fourier 级 数 Fzr) 是 
Cs 

-一 _ nm 十 1 。 
f(r) 一 2 1) SINCRT) 


这 样 的 级 数 显 然 是 收敛 的 . 
另外 注意 到 :在 牙 变 点 ,A ;一 二 x; 级 数 给 出 了 (zx);) 一 站 也 就 
是 说 , 它 的 确 收 和合 于 跃 变 点 的 平均 值 , 即 ， 


了 (圭一 六 [7 十 x 十 0) 十 ft 土 x 一 0)] 


= 六 [一 * 十 *] 一 0. 


0 一 杀人 于 达 一 如 
人 一 A 二 | 下 一 中 < 了 工 < 要 
2a 
0 种 扫 -下 < 洋 


cx 一 x| Ftxcosnrdz 一 < cosnzdz 


A sinnzrl’ 


24 ， 
一 Snnda, 
开关 机 


一 实 
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8, 一 站. 
。 aa 24， 
“fr) 一 元 十 之 ， SLCOSTTT。 


因为 
1r7 a1 1 2 22 143 
xj rez) dz = | 4xdz 一 到 42， 


若 选 4 一 /天 ,由 上 式 结 果 为 1. 于 是 ,由 Parseral 公式 


1 人 1 — 
去 | fedzx 一 Fa 十 2 (a 十 大)， 


和 上 面 求 得 的 Fourier 系数 ,得 到 
2a42 2arA? 4A? .， 
we 


n= 二 1 


消去 4- 并 注意 到 当 ce 天 0 了 时 , 则 有 


co 
或 sinina 
na 


od 


现在 令 x 二 nayAr 一 aAntAn 二 1],Ax 一 a), 当 a 一 0 时 ,得 到 下 


8.3.5 Fourier 级 数 的 复数 形式 


因为 e+-=cosrz 士 isinrzy 故 有 
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CDOS 一 Ce” 十 [= , 


1 


Sinan zr _ 页 Ce 四 人 一 im， 

若 令 

Ta ib) eo, T+ib)=e 

名 I Ee 则 后 2 [2 肚 一 站 咎 
则 .Fr 的 Fourier 级 数 

f(r) 一 六 aa 十 2 (CaCOSnr + Psinnzy 
可 以 写成 下 列 复 数 形式 

f(r) 一 之， oe™, 


同时 ,Foeurier 系数 c。 可 求 出 为 


Ca 一 让 | f(r)e wdz. 


3. 3.6 二 维和 三 维 字 间 的 情形 


由 上 述 Fourier 级 数 的 复数 形式 ,不 难 推广 到 二 维和 三维 空 
则 的 情形 . 
二 维 空间 的 Fourier 级 数 为 


fer 下 一 > cme tm, 


二 一 一 局 


三 维 空间 的 Fourier 级 数 为 


ie 十 yi 
ze) 一 > cme tw™, 


上 一 一 Ce] 
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8.4 Fourier 变换 


8. 4. 1 Fourier 积分 
了 Lx) 的 Fourier 级 数 对 工 而 言 周期 是 2x( 一 mn 一 7) 行 令 y 一 
六 , 则 对 y 而 言 周期 是 2 一 rr)s 锥 后 再 令 NN 一 一 ,将 使 


Feourier 级 数 推广 为 Fourier 积分 ;其 周期 从 有 限 变 为 元 限 . 现 推 
导 如 下 : 
当 rz 的 周期 是 2ir 时 的 Fourier 级 数 为 


fry = an 十 3) (Maneos 十 如。sim | 和 


A LE 
m= 工矿 7 x 
二 | 【这 Jeos dz， 
A 
,= 元 | fsin dr， 
这 里 An =a 一 (一 1D) 一 1. 当 1 一 co 时 , 令 于 一生 -duha 一 
A 
2 ,8 一 Bw), 而 了 (  ) 作 一 | ( Jdu, 于 是 得 到 
同一 电 
I(r}— | Cateosus + blnYsinar}du 
心 
(CK) 一 去 | fr}cosurdr, 


$x) 一 | flr)sinurdz 4 


这 个 结果 称 为 f(z) 的 Fourier 积分 ， 
当 rr(z) 是 个 或 奇 国 教 时 ,Fourier 积分 也 得 到 简化 . 基体 地 
说 ,对 于 偶 阔 数 x)= 一 了 (一 x+); 有 5(w) 一 0; 而 对 于 奇 精 数 f(x) 
二 一 了 A 一 ZZ) 则 ago 一 0 这 与 Fourier 级 数 的 捕 沉 一 致 . 
还 可 将 ata) ,B80w) 代 入 f(x) 的 表达 式 中 ,容易 得 到 
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f(x) = | du| fcosucr 一 ydy, 
有 时 将 上 述 结果 称 为 Fourier 积分 定理 ， 
8. 4. 2 ”Fourier 积分 的 复数 形式 
因为 e+“ 一 cos8 十 i sin9, 故 有 


cosd = Fe" 二 € ")， 


sing 一 (ee" 一 ee 一)， 
于 是 f(z) 的 Fourier 积分 可 化 为 
(xr) 一 fi {faluycosuzr 十 buysingr} du 
是 


] 


te | 一 cs | 


j,i (ze — Be) Je™ 十 [aey + dl) Je du 
0 


『 [al— ww — ibC— wu) je “da 


十 之 | [afa) 十 Blu) je dz， 


由 alka) 和 65tw) 的 表达 式 容 易 求 得 
Aan) 十 bw} = af— #)}) — Be #) 


— [ferdr = Fu). 
最 后 将 它 代 入 上 式 , 得 到 Fourier 积分 的 复数 形式 为 
fr) 一 ar|_ Fe du, 
Fo 一 | frerdz. 
还 可 将 后 式 代 和 前 式 ,得 到 
f (x)= 去 | equ | A yye™dy 
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-ro 
有 时 将 上 人 述 结 果 称 沪 Fourier 积分 定理 . 
由 于 上 一 小 节 的 最 后 一 个 积分 中 | f(y)cosu(z 一 yydy 是 4 
的 个 函数 , 故 该 式 对 的 积分 可 从 | (  “) du 变换 为 
到 | jdu; 另外 ,由 于 | fy)sinu(z 一 y)dy 是 “的 奇 函 
数 ,后 者 对 | 《 ”)du 的 积分 为 零 . 于 是 ,利用 e* 一 cos8 十 
i sin8, 同 祥 可 将 该 Fourier 积分 改写 为 上 列 复 数 形式 ， 
#. 4.3 Fourier 变换 与 Fourier 逆 变 换 
上 面 得 到 的 典型 形式 
rx} = 去 | ae “du, 
Fux) 一 | CrJeeedTr， 
后 者 将 函数 f(r) 变换 为 严 (a) ,可 记 做 字 (fFCr)) 一 下 Cw); 称 为 
Fr 的 Fourier 变换 ;面前 者 则 将 下 (az) 变 换 回 f(z), 可 记 收 
F040)) 一 了 rz), 故 称 为 下 (ww) 的 Fourier 道 变换 . 


应 该 指出 ,文献 上 对 于 Fourier 变 柳 的 定 尺 并 不 惟一 ,但 可 由 
下 列 形式 : 


Fr} = ef Fe "du, 


Finu) = cal flrye dx 


相 联 系 , 其 中 心 和 7? 是 常数 , 这 里 取 如 =Y 一 1 是 目前 物理 上 常用 

的 形式 .有 时 取 CC 一 2rf ,7y 一 1, 则 是 为 了 使 之 共有 较 对 称 形式 . 其 

他 定 交 则 取 C=1,C= 二 v2,C 一 27 与 7 二 土 1,7 二 土 2r 等 的 各 种 
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组 合 . 
8. 4. 4 Parseval 公式 


设 有 苯 数 f(z) 和 gCr) ,其 Fourier 积分 分 别 为 


工作 一 iu 
(Cry = ax|_ [ae "da, 


号) = 让 | Ge du 
以 及 对 前 者 两 迪 取 其 复 共 斩 得 
《一 | Lr tuye da 一 | 《一 站 Je "du. 
广 该 注意 ,CF (Cr 一 FF (一 wj) 而 F(t 一 [LF (fr, 
现在 利用 上 面 的 变换 来 计算 下列 积 分 ， 


| DT) 一 GCIrdx * 去 | Fiaje “du 


= | Fecodz . 去 | SC)e dz 
一 | cogce?du 
| 7 (zjgCz)dzr 一 | dz 。 去 | 严 ' Ca)ewda 
, 去 上 Gv)e "dv 
ZT 
一 去 | Gda Gl)do 


= | LF Cx da Gd — vdv 


= 去 |_F (0)G (0du: 
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这 里 假定 积分 次 序 可 其 俩 ,后 一 积分 计算 中 还 应 用 了 Dirac 5 郴 数 
的 性 策 . 最 后 结果 重 写 如 下 ， 


| FozyGCzydz = | Fl g (udu, 


[7 Cx)g tx)dr 一 去 | GN)G du. 
特别 是 ,在 后 一 结果 中 若 令 g Cx) 二 fCx), 则 得 中 
加 {fCz) lz2az = 去 | |F (a) frdu. 
这 些 结 果 称 为 fourier 积分 的 Parseval 公式 ,它们 与 Fourier 级 数 
的 Parseval 公式 完全 类 似 . 
利 由 这 些 公式 可 将 许多 难 积 的 积分 计算 出 来 . 比如 , 若 某 个 积 
分 不 容易 积 出 , 则 可 通过 适当 划分 写成 公式 中 左边 的 一 种 形式 , 然 


后 从 Fourier 变换 表 仿 上 找 出 其 对 应 Fourier 变换 ,再 对 右边 形式 
的 积分 进行 计算 ,往往 可 以 容易 地 积 出 . 


8. 4.5 次 积 定理 
哆 数 语 和 gg 的 僻 积 x g 定义 为 
fglr) 一 | rpsc — s)ds, 


它 是 了 的 函数 . 
现在 来 求 卷 积 的 Fourier 变换 ， 


Ff gr)) = | fx gr)ewdz 


中 ”此 结果 通常 称 为 Plancherei 定理 . 

加 枫 如 ,A. Erdelyi, HMagnus, F. Oberhettinger, F. G. Tricomi, Tables of 
Integral Transformations, val. 1, MeGraw-Hill, New York, 1954+ p. 117{f. 该 书 采用 
的 Fourier 变 拉 之 定名 相当 于 取 记 =1,7== 一 1; 即 


Fo 一 | Aczemeedr 
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-| -| flr — sds |e™az 


一 | reoe“dsL| sc — sje™™ d(x 一 5) | 


= Fu) :Gu), 
这 里 假定 积分 次 序 可 匡 倒 ， 
这 个 结果 表明 . 两 函数 和 gg 之 卷 积 fx g 的 Fourier 变换 
(fx*g) 等 于 和 的 Fourier 变换 多-( 方 和 多 (8) 之 积 ; 即 
Fg = RA FE = FU 
此 结果 称 为 Fourier 变 搞 的 郊 积 定理 . 


3, 4. 和 应 用 例子 
再 将 Fourier 变换 与 Fourier 道 变换 写 出 如 下， 


fr) 一 址 | PFCoye du， 


Fix) = | (和 eicd. 


1， 一 2<T< 十 区 ; 


例 一 : 给 是 /w= or ayta<re to 


求 下 Ca. 


F(a)— | fewdz = [三 sdz 


er Sinerw 
tt 


和 EE 


另外 ,车 给 定 g(z) 一 F(z) 一 23inaz , 求 Gde) .首先 ， 


了 
Gray 一 人 Fr)ewdzr 


一 人 Foye vd 一 2rF w), 


Pm 


也 就 是 说 ,CFC 有 (C7) 一 .了 FCF(C7))= 一 2xf( 一 wx). 因 此， 
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fxr) Flix 


Fr) 2nf(—x) 
| |z|<a 2sinax 
0 “| + 
2sinar {. |<a 
二 0 |z|>a 


同时 ,Parseval 公式 ， 
|__f( Gdz = | _Fcosgcoadu， 
述 可 写成 
|】 _Fceccadz 一 2r Ar- ug (uy) du. 
现在 者 取 


Flry = 2sinaz， Cr) 


| 


(7 | 工 | < az 


下 已， |z | 2 
| 工 ， < 在 
Gr) 一 2 g(xY = | [| 
工 0, [xz| > 5; 
而 且 a 半 90,5 半 90; 则 由 Parseval 公式 的 后 一 形式 得 到 
Le 。 。 +rmninst 
| 4 SInaz sinbx | 一 2x| ldzx = dx min{a,b), 
— ce 中 并 —minte ,by 


r= minta,wsb), 


即 
车 到 a= 二 5==1,; 则 得 


全 sinaxsinbz 
一 oa IT? 


sinir 
-dz 一 工 ， 
_o 还 


这 是 Fourier 级 数 的 应 用 例子 [8, 3. 4 节 之 例 二 ] 中 已 经 求 得 的 结 
果 . 
| jin 
x| Sen | ps, 


2 了 二 |， 


总 二 | sin ax stn Ar 
TI 证 


二 | SiN arcos br ]， 
再 令 5 一 0, 由 于 cosg&r 一 1, 则 有 
去 | dr 1 (a>0). 
开 」_ 并 
若 a<0, 显然 有 
2 ezdz 一 一 去 | sinlelzir 一 1 (a 0), 
TJ_- 六 Te Tk 
而 当 a 二 0 时 ,由 十 sinax 二 ;显然 有 


去 | sar og ra 一 0 
TI_,, 六 


合并 写 出 为 
十 1 (Ca 0) 
加 | dz sgna 一 0 (a= 0)r 
开 」 证 
一 1 a0) 


1 (lz|<a) Si tT 
下 与 F(z) 一 于 皇 的 图 形 给 出 


最 后 ,将 f=| CT 


如 下 : 


& 


例 二 : 给 定 了 C7) 二 e 于, 求 Flu). 


命 二 x 一 a?iz; 则 有 4 一 dry 直下 
twr 一 a'wuw*， 即 3 一 iur = Fa 十 二 ss; 


故 上 述 积分 化 为 


2 


F(au) 一 es - ed 
注意 到 被 积 函数 是 解析 的 ， 在 平行 子 实 销 的 任何 带 内 无 坷 点 "而 且 
当 | Ree|l~cee 时 迅速 趋 于 稚 ; 因而 有 | .) dE 一 


[ (-… ds( 可 参考 12.2.4(2) 节 末 之 论证 ). 所 以 ， 


二 aa2 


_ 吕 至 
Flu) 一 e -3 | ed 
注意 到 Gauss 积分 多 
_ ee fx 
了 一 | < dé = y? 
后 得 到 鱼 
Fl) = Varae 2 
注意 到 对 任意 7(x) 有 
ax) ~ aF(w) ~— oF (f(r)), 
浪 一 方面 ,在 Fourier 变换 的 征 光 (5 见 8.4.3 节 ) 


Fiuy 一 去 | 人 


中 取 不 同 的 CC, 也 会 引起 结果 的 差异 . 表 8. 1 列 出 Gauss 消 数 的 
Fourier 变换 的 几 个 主要 结果 ， 


吃 Gauss 积分 可 入 从 


73= [fe +¥ dédy 


二 | 时 2xpdp = 椰 


得 到 ， 求 积分 时 引入 了 极 华 标 变 挨 
Sins, Y=p3in 
出 由 以 上 推导 可 得 下 列 积分 全 


[ ed 一 人 | er 
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表意 1 Gavss 函数 的 Fourier 变换 


应 该 指出 : (2) 中 fiz) 称 为 正 态 分 布 ( 又 称 Gauss 分 布 ) 的 密 
度 函 数 ,其 积分 是 归 一 化 的 , (3)、(4)、(5) 中 取 C=~27r, 具 有 较 对 
称 形 式 ; 5) 尤其 相似 . 当 a 二 1 时 ,后 三 个 的 A(z) 与 其 Fourier 变 
换 F(z) 完 全 一 样 ， 

下 面 给 出 a 一 1,1/2,1/4 下 二 ee (有 图 ) 和 e 加”( 左 图 ) 
的 图 形 . 


exp (ar) 


如 末 一 个 函数 rr) 及 其 Fourier 变换 Ftw) 分 别 在 某 点 ze 和 
uo 具有 一 “* 峰 ”, 则 二 者 的 峰 宽 互 成 反比 . 也 就 是 说 ,一 个 “尖峰 ? 函 
数 具 有 ”* 帘 ?变换 ,反之 亦 然 . 
关于 上 画 数 的 宽度 可 有 多 种 定义 , 若 由 
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(Ax)? 一 | Cx 一 oz dzf[ [feir) dr， 


(Au)? 一 | ce — wy? {Fu) az/ [F(a) [du 
定义 其 峰 宽 Ax 和 Ax, 则 由 Schwarz 不 等 式 ( 见 8.1.2 节 ) 

eppazjlecolaz> (六 ceoecopaz} ， 
可 证 明 它 们 之 间 有 和 下列 重 要 关系 : 


AxAn 之 广 ; 


对 于 上 述 Gauss 卫 数 ,可 验证 AzAz 一 方 - 


这 个 重要 结果 | AzAx3> 寺 | 是 量子 力学 中 不 确定 性 原理 的 数 
学 基础 . 例如 , 若 令 z 一 户 / 放 , 刚 
ArA 记 六 > 两 
是 熟知 的 一 个 不 确定 度 关系 . 
8. 4.7 三维 空间 和 四 维 时 空 的 情形 


物理 上 所 处 理 的 问题 和 多 半 是 在 三 维 宅 间或 四 维 时 空中 , 现 将 
Fouriet 变 搞 予以 推广 如 下 ， 
三 维 室 间 中 的 Fourier 变换 是 : 


flr) 一 (2m -|F Dedk, 
FE) = 上 Cryeitzrdr， 
四 准时 空中 的 Fourier 变换 是 ， 
Trt) = C2 | Fk, we edkdw， 
FE) 一 fre drd. 
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$8.5 运用 Fourier 分 析 的 条 忻 


现在 来 简单 讨论 一 下 运用 fourier 分 析 的 条 件 . 也 就 是 说 ,在 
什么 条 件 下 才能 将 一 个 函数 展开 为 Fourier 级 数 或 Fourier 积分 ， 
从 而 可 利用 Fourier 变换 及 其 性 需 去 解决 有 关 问 题 . 

前 面 已 经 指出 , 郴 数 空间 是 矢量 空间 的 推广 , 需 数 空间 中 的 画 
数 f(x) 对 应 十 矢量 空间 中 的 矢量 f. 若 只 考虑 具有 有 限 长 度 的 天 
量 f, 即 (f,f) 有限 ;或 者 “长 度 ” 为 有 限 的 孙 数 f(x), 即 


[fiw fod 有 了 限 ; 则 这 和 样 的 矢量 /或 这 样 的 函数 f(z) 属于 


Hilbert 空间 . 按照 具体 情况 ,前 者 属 定 Euclid 空间 ,后 者 属于 I 
空间 (Lebesgue 平方 可 积 阔 数 空 间 2); 即 ,Euciid 空间 ,L? 空间 都 
是 Hilbert 空 人 的 例 于 . 在 Hilbert 空间 中 的 性 质 , 一 般 与 到 前 讨 
论 过 的 矢 草 性 质 很 相 象 ;所 以 ,Hiibert 空间 可 视 为 无 穷 维 的 
Euclid 空间 . 

因此 ,7z) 可 展开 为 Fourier 级 数 或 积分 ,运用 Fourier 分 析 
的 条 件 是 ,jz) 属 于 Hilbert 空间 中 的 1L* 函数 类 , 即 f(x) 为 L* 可 
积 函 数 (Lebesgue 平方 可 积 函 数 ); 也 就 是 说 ， 


| Aeroee az = 有限， 
NM.、， Plancherel 确立 了 下 而 定理 ， 
| | Fezylzdzr = 去 | IFco ada 


二 对 有 界 画 数 ffz)y ,其 Lebesgue 积分 定 久 为 
[en az = bm Dedtrle fz) LS§)), 
其 中 2 一 max (各 一 各 -由 , 而 utfzl')) 为 满足 后 面条 件 的 点 集 * 的 “长度 ", 称 为 
Lebestrue 测度 . 
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成 立 的 杀 忻 是 两 个 积分 存在 ;后 来 TT， Carleman 又 证 明了 只 要 其 
中 一 个 积分 存在 即 可 确立 .所 以 ， 
人 {zyftx) dx 二 有限 
的 条 件 常 称 为 Li 男 数 奖 的 Plancherel 理论 ,而 上 述 定 理 又 称 为 
Plancherel 和 定理. 
属于 Hilbert 空间 (L: 空间 ) 的 阔 数 的 例子 有 : 
1. 量子 力学 中 的 波 函 数 g(xz) ,要 求 
jw (z)%(z)dz 二 有 限 ， 
通常 归 一 化 为 1. 
2， 电 场 ECx) :因为 要 求 总 电能 为 有 限 , 即 
| cE’dz 二 有限. 
3， 凡 是 具有 振幅 性 质 的 物理 量 , 都 可 运用 Fourier 分 析 来 处 
理 , 因 为 
| 振幅)*dzx oc 能 量 二 oo 
另 一 方面 ,由 Fourier 变 搞 各 式 ; 
F(lu) 一 fr)e™dz, 


一 ™ 


诗人 
Fry = 二 | FCe du; 
~ 
算 必 ， 


首先 将 所 给 的 fcr} 用 Fourier 恋 撞 公式 算出 (iw), 再 将 此 Ftx) 
用 Fourier 道 变 摸 公式 反 算出 f(z)( 记 为 f(z) ,以 示 区 列 ), 即 


7 了 (z) 一 让 | Fle du 


-二 (ff ye di ewdu; 


2 一 oo 
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车 |f(z)f(z)dz 一 有 限 , 则 可 证 明 ? 
| ez 一 了 (kz)jzdr = 0; 
EH 算 岛 
即 函 数 空 间 中 f(z) 与 1 (x) 之 距离 为 零 , 通常 称 Fourier 积分 之 
Plancherel 理论 为 Li 理论 ,或 用 1.i.m, 表示 平均 收 和 请， 
li.m. F(x)} =~ fr) 
严格 地 说 来 应 为 均 方 收 敦 . 


这 里 牵涉 到 极限 的 概念 . 给 定 A(z) 使 下 (ww) 积 分 存在 ,但 从 
Fltx) 对 x 积分 算 (Cr) 时 ,对 的 元 穷 积 分 区 间 


[| Fitwye “du 像 { Finye ™d 

一 om 一 

的 5 一 oo 极限 (下 限 也 可 以 独立 进行 ,用 a 一 一 co). 令 
F(x)6) = 去 | {fe Veradz ewdu, 


则 有 
li.m. Frb) 一 fx); 
肥 前 面 应 为 一 0, 粗糙 地 用 


了 工人 


二 eT Ddg = Bx 一 x) 及 


| Sx — T(r dr = f(r) 
表示 . 


8.6 ”相关 积分 变换 


下 面 介 绍 两 个 与 Fourier 变换 相关 的 积分 变换 . 


名 EE. C, Tiichrnarsh, Theory of Fourier Integralss Clarendon Preag, Oxford, 
England , 4937， 9 3.3, 
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8.6.1 Lapiace 变换 


对 于 Fourier 变换 
trfz) 一 | ElzT)e da, 
苟 限制 函 数 g(xz}) 使 得 
fxr), 2 0, 
BTX) = | . 
0，, - < QO; 


并 令 rt'ig-> 一 户 , 则 得 到 
FLCp) -| fe *dt, 


此 式 称 为 函数 F(z) 的 Laplace 变换 ;或 记 作 
EA} = Filp). 
同时 ,对 于 Fourier 道 弯 搞 


及 (一 充 | Ce “du, 
则 相应 变 为 Laplace 赣 变 换 
1 rr 
f(t) = 其 上 Fpyerdp, t >> 0; 


其 中 积分 路 径 沿 虚 轴 ， 
为 一 方面 , 关 (0) 局 部 可 租 ,e 玉 | f(x) | 在 区 间 (0,co} 上 对 某 


FCp) 一 | fe rdt, Rep ec > 0, 


十 ie 
Itt) = 过 | Fitpyerdp, tt 0， 


其 中 积分 路 径 沿 Rep 二 c>0 的 直线 . 
下 面 举 几 个 例子 : 


1 a {es = | ee | 
‘e”™} ,ee dz pa’Rep > Rea; 
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由 于 当 ae 一 0 时 ,e" 一 1, 所 以 


{11} — 三 ， Rep > 0 
i _ | Hi 1 
2) Se21e } | ee dr pb 
证 十 这 
ph Rep > |Imeb|; 
由 于 ee 二 cos Bt 十 isin Bt ;所 以 
st {cos Bt} 一 pr Rep > |Imb|, 
{sintt} = 元 后 厅 ， Rep > |TImz |. 
3) sefe) 一 | ee 一 | zee-rdz 
n 户 国 
一 ， Rep > 0, 


4) 另外 ,对 Laplace 变换 
Fi(p) 一 | fewerds, Rep >0 
两 边 取 导数 ,容易 得 到 
FPC 一 | 让 fe 


一 C—)"| ef Gerde, Rep 0, 
自 


或 者 ， 
{DY = CF pp), Rep> 0. 


8.5. 2 Mellin 变换 
对 于 Fourier 变 撞 ， 
{Cu) 一 | plr)e™dz, 


若 令 已 —rYy 91 和 ,并 了 且 ECCT) f(y) + 于 是 有 


Fuls) = | Fy)y idy, oo < Res < a, 
总 


后 面 的 条 件 表 示 积 分 的 绝对 收敛 区 域 ; 此 式 称 为 陋 数 f(y) 的 
Mellin 恋 搞 ,或 记 作 

A {Cy} 一 Fats). 
同时 ,由 Fourier 道 变 挽 可 推 得 相应 的 Mellin 道 变 换 ， 


[a 
ty) = | 5 mC 


下 面 举 几 个 简单 例子 : 
1) A {eT 2} = -5 ， Rea>0,Re sO. 


2 


Ts 
2 


MH {sin ay!} = real 到 | ， a>0, —1<Res<1. 


2) A {cos Ay1 一 cos| 至 )， 人 0 OResl; 


|- ™ 

1 十 > 上 sinknrs) 

Lt-)— eos 2 
1 一 y) sin(txs}y ” 


4) -经 [nfl 十 3) = 


3) .AL 0< Re sl: 


-| OO< Re s< II 
一 一 一 ， 一 1<Res<co 
ssintxs)}” 3 4 
i COS(ns) 
ssin(xs} ’ 


习 题 
8.1 求 腾 积 f(z)g (zx) 的 Fourier 变 搞 . 
解 : Ff (rg)) 一 | fryg (Cr)ewdz 


-TL ree 


Xx [去 人 Goyer du edz 


An|i—y|}= 一 1< Res<<0. 
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= 去 | | [Flu YG uyYdau'da" | 


x [ 寺 ea 


| | Fa ta da — a — udu' da 


3 


| 


| 


1 ™ r 1 ut r 
3x| Fu YC Cx uw' Ya 
一 直人 {F x 人) (a). 


g.2 求 (1) 和 dC 和 (2) (Giz)" 了 (Cz) 的 Fourier 变换 . 

d" fix) i 
[| =—(—iw)} Fru), 
dr" 和 


解 : (1) 多 


《2 R(x) = 


#3.3 求 3 (CT 一 XT0) 的 Fourier 级 数 及 Fourier 变换 局 . 


Nn 二 一 上 = 


解 : 这 是 以 等 距 xo 分 布 的 5 函数 . 欲求 其 Fourier 级 数 , 可 取 
区 间 | 一 去 n。, 于 ma 作 展 开 ,这 时 三 角 函 数 系 中 = 应 变 为 下 z. 于 


Ls 
idm 一 过 | Bz)cos m STzrdz 一 2, 五 一 0; 
Tp x ra | 
所 以 ， 
1 2 
> $C -一 nzo) 一 二 一 lz 十 Deosm ro 
_ 工 -ne 
i 


全 习题 &3 和 83.4 可 委 考 , D.C Champeney, Fourter Transforms and thetr 
Physical Applirations, Academic Preas, 19734 pp. 7,19,32,218. 
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最 后 一 步 利 用 了 人 必 式 cos 9 一 本 Ce 十 e-)， 其 实 , 直 接 采 用 Fourier 


级 数 的 复数 形式 可 更 方便 地 得 到 后 一 结 采 . 
现在 再 来 利用 上 述 结 果 求 它 的 Fourier 变换 . 


| 3 全 (一 mro ) | 一 - 展 > ea edx 
| 


hm 二 
一 入 a Gm 2| 
om oo 他 


8.4 求 > (zt 一 70 了 CT) 的 Fourier 变 摘 ， 


再 一 一 5 


解 : 利用 习题 8. 1 和 8. 3 的 结果 ,容易 得 到 
F{ VBCr — nro f(z)) 


天 一 一 AT 


3.5 证 明 下 列 Poisson 求 和 公式 : 
> rom -1 DFm AE). 

证 : 令 上 题 中 ro 一 a, 求 其 道 变换 ,并 在 两 边 对 zx 求 积 分 即 可 
得 证 . 

8.5 Laplace 变换 的 卷 积 定理 ， 


{| fee 一 cdr} 一 SF {g(t))}. 
3.7 求 六 ”ft 一 St) 的 Laplace 恋 换 ， 
解 : PO) | fr {1)e~*de 
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一 [Foe-zx]r> 十 p| Aceos -wd 
D 


一 pt{ft)} 一 CO). 
类 似 地 可 得 
{FD} = pF — F000), 
Ef DD = pL PN} — fo 0); 
于 是 ,容易 求 得 
EFI = pr {ft} 一 Sp fem C0). 


=1 


8.8 试用 Mellin 道 变换 公式 验证 ， 


Tn 1 -|= COS (Ns) 
0D -4 二 =- sin(Cmxs) C2) 4 过 y sintmxsy “ 


证 : 车 令 6 一 士 1,9 一方 (8 十 1), 则 可 将 上 列 二 式 合并 写成 


| 1 /= TCOS’ (ns) 
1 一 Br sin(nxs) 


现在 由 FCs) 一 人 59s as? 利 用 Mellin 道 变换 公 武 来 求 fy): 


sin(ns) 


DSS》 _, 


f(y) = ) vy ds (0<ec<T1), 


2N1| i, Sin(Cxs 
答 积 阔 数 在 实 轴 上 有 来 自 sin(xs) 的 简单 极点 ;二 土 1, 其 留 数 $y， 
为 ; 
neos’ (xs) _， 


ri lim Cs 二 二 sin(ms) 


— Cos ss (十 my 

一 《一 9 一 和 yr _ ~ (Oy)T, 
最 后 一 步 是 因为 4 = 了 CO 十 1) 而 当 8 二 士 ] 时 有 (一 六 一: 一 如 
当 ?<0 时 ,采用 向 左 闭合 的 周 线 1 ,得 到 


Zt ?一 折 一 站 


当 y>1 时 ,采用 向 右 闭合 的 周 线 >》 ,得 到 
f(y)= ~ S74 —— 3 0) 


_ Vv -1 1 _ _. 1 . 


f= 


求 和 号 前 的 “一 "号 是 由 于 导线 为 湛 时 针 方 向 , 得 证 . 
3.9 验证 下 列 Mellin 变换 ， 


C1) -AnG 二 2) 一 DC (—1<Re s<0), 
C2) A {nl1—yl) = (— 1<Res<0). 


为 了 验证 此 结果 , 先 推 导 一 个 公式 : 

A (fr (zjdz| Go) 一 [ Leoparjay 
一 fendr] 一 二 | fydy 
—— TA{f 0)}G 十 1)， 


为 了 使 积分 项 为 零 , 要 求 Res<<0. 于是， 站 
In(1 — 8y) 一 一 of 


1 一 gr 
因而 ， 
-AnG — 0}(s) 一 上 .和 | 


1 二 元 } +D 
8 xcos” (x +t ns) I 
nr iDO< Rets+ 1) 1) 


g 
(Je 直下 cos (ns) ELS tr 0 | Res< 0). 


s SINn(Cns) 5 sintnxs) 
这 里 用 了 (一 一 一 0,2 一 1. 用 8 一 士 和 一 六 (8 十 1) 代 入 后 即 得 
所 要 验证 之 结果 . 


220 


第 9 章 变 分 法 


恋 分 法 的 最 基本 概念 是 证 函 , 后 者 是 函数 概念 的 发 展 . 肾 数 有 
航 值 问 题 ,而 正 是 对 证 范 极 值 向 题 的 研究 导致 变 分 法 的 建立 . 


9.1 泾 4 


9.1.1 定 尺 和 和 例子 


邓 数 以 数 为 自 变 元 来 定义 ,证 函 则 以 函数 为 自 变 元 来 定义 . 

对 于 函数 Cz) 例如 ;了 x) 二 zx:]; 当 数 z 在 区 间 La;,5j 上 一 点 
之 值 给 定时 , 即 得 fz) 之 对 应 值 ,或 者 说 , 函 数 fx) 是 点 通 数 ; 当 
x 在 Ca;8] 上 半 动 时 ,了 (zr) 什 相应 地 变动 .但 是 ,对 于 泛 消 [x7)] 


[例如 ,7[zG?] 一 | {zde?)ado], 只 有 当 函 数 z(t) 在 数 1 的 变化 区 


河 ( 上 请 中 为 L0,1J) 上 各 点 之 值 全 给 定时 ,才能 够 得 到 证 男 
FLzgo] 的 -- 全 对 应 值 , 或 者 说 , 座 明 FLztt)] 是 线 图 数 ; 而 只 有 当 
ztti 之 图 数 形式 变动 时 ,证 画 并 Lrc)] 之 值 才 会 有 所 变动 ; 故 称 为 
t 之 天数 z (1) 的 泛 医 . 这 里 还 要 指出 , 泛 函 与 复合 冰 数 之 间 的 区 
已 对 于 复合 辐 数 87zGt)[L 鲍 如 ,Fr 人 (的 ?一 人 人 , 它 所 表示 的 

是 , x 是 1 的 函数 ,fF 文 是 zz 的 函数 , 即 , 复 合 孙 数 (z(t)) 是 函数 
Tt) 的 通 数 ;然而 ,; 当 给 定 1 一 iola 所 to 所 55) 时 ,了 廿 数 z (1) 即 得 一 值 
xz(iol， 同 时 给 出 复合 范 数 fz)) 的 值 f(ztto)); 也 就 是 说 ,复合 
函数 仍 是 点 函数 ,并 非 汉 函 那 样 的 线 函 数 . 为 了 在 记 导 上 显示 这 种 
区 别 , 将 泛 通 记 作 f[x] 或 f[x(z)j( 用 方 插 号 ), 以 区 别 于 函数 
f(x) 或 复合 了 廿 数 f(r0)) (用 圆 括号 ). 

下 面 举 出 证 郴 的 若干 例子 . 
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(1) Flrx()] 一 { {#09 ya, 
它 与 /一 总 如 相像 


占 
C2) g(r) = | K(x,y)hCydy, 


它 具有 第 一 类 Fredholm 积分 方程 或 积分 变换 的 形式 ,这 里 则 将 
gtrx) 看 作 h(y) 的 江 函 以 及 工 移 孙 数 ,可 记 和 作 SLCyy](z)， 


‘3) 天 [LoCr) |] = | | Ker, yp pdrdy, 


它 与 yy Kag 祖 像 ,是 wz) 的 泛 函 


了 | 


|! 
(4) IT[zCr,y)] 一 | 1 十 [总 | 十 


(5) KLpCr, yy) | 一 | [KirsWpr py)drdy, 


2 
dxdy, 


ax 
dy 


天 [9 网] 一 站 Ke ,TENE3YJQYd3Y， 


它们 是 两 个 汕 数 gp,y 的 泛 隔 ， 
(6) 这 函 f[x(02) jj] 的 一 般 形 式 为 


让 
FTzrkt)] = | FL) st (1) se) di, 


上 让 
FLz0)]= | | Fx Ys st) 


TY CY de dt™, 
函数 关中 后 面 的 … 可 包含 工 的 高 阶 导数 等 
应 该 指出 ,开征 具有 历史 性 的 现象 ,如 滞后 效应 .金属 性 质 等 
物理 现象 ,以 及 国家 经 济 状况 ,人口 状 况 等 社会 现象 ;都 要 对 过 去 
历史 进行 积分 才能 知道 它们 现在 的 情况 ;也 就 是 说 , 需 用 泛 函 来 挡 
述 , 这 就 是 汉中 的 意义 . 
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9. 1. 2 ”无穷 个 变量 的 场 数 
考虑 泛 冰 FLzG] 的 下 到 一般 形式 
了 [人 一 | Fe Ct) ,oo de 


若 令 At 二 CB 一 a) /Nt 一 a 十 jAt (6 二 a sty 一 5), 以 及 令 
TH) = 1 NN), 
之 (二 一 《TH 一 TA, 
Tt) = Crits — 24741 TF TO OY ,es 
于 是 ,按照 Riemann 积分 的 概念 ， 


Ez(tt) 一 { Fez (td 


™ 
-一 JRCr(Ce ,tz Ch sr A 


mv 
lim OF rs rt 一 ZA, A 


一 lim » Pe 3 


也 就 是 说 ,一 个 泛 函 可 以 看 做 是 具有 无 穷 个 变量 的 一 一 个 函数 . 
9.1.3 无 穷 维 函数 空间 中 的 函数 


习 一 方面 ,证 函 与 函数 的 关系 就 好 像 函 数 空 间 与 N 维 空间 的 
关系 一 样 ， 
例如 ,考虑 兴 函 


fz = | (ryde, 
若 将 函数 z(tz) 用 三 角 隔 数 系 表示 为 
T(t) = py 十 3 《aeOS nt 十 Psin nt), 
则 泛 函 f[z (2)] 可 表示 为 。” 
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fxtt}|] = ri 二 十 2 (ai 十 如) 上. 
正 交 归 一 函数 系 ( 例 中 为 二 角 函 数 系 ) 构 成 (无 穷 维 ) 函 数 空间 
的 “坐标 系 ”, 一 个 尔 数 (如 (4)) 是 在 函数 空间 的 一 个 “点 ”《 由 “和 坐 
标 ”"ao、a,、b 表示) 而 一 个 泛 函 5 如 例 中 的 x02) 有) 则 是 此 函数 空 
间 中 的 “点 尔 数 ”"; 或 者 说 ,一 个 汉江 就 是 无 穷 个 变 甚 ( 例 中 为 ao、 
qn) 的 苯 数 . 


9. 2 变 分 法 的 意义 


变 分 法 的 意义 就 是 求 泛 函 的 极 值 问 题 . 
9.2.1 函数 的 杉 值 问题 


对 于 一 个 普通 多 元 函数 了 (zi ;x 下，,) ,使 其 一 阶 导数 均 为 
零 的 战 ， 
=， =0, -， 2 
或 者 ,写成 矢量 的 形式 
Ei 
dri 
of 
9 | 二 0， 即 grad 一 0， 
of 
Hr, 
称 为 平稳 点 :由 上 述 条 件 解 出 ,可 有 才干 个 . 设 有 某 一 平稳 点 x* 
使 其 二 阶 导 数 均 不 为 零 ( 或 更 一 般 地 ,直至 某 偶 阶 导 数 才 不 为 零 )， 
则 .Ar ) 是 在 该 点 邻 域 的 极 值 , 偶 阶 导数 均 近 0 时 为 极 大 值 而 
0 时 则 为 极 小 值 ;这 样 的 点 称 为 极 值 点 . 当然 ,还 有 其 他 的 情况 ， 
下 面 举 几 个 简单 例子 ， 
2 


13 CT 一 Sz 在 ry 一 工 2 一 "一 0 的 点 有 极 小 
值 . 

2) (一 2 一 了 字 2 有 三 个 平稳 点 ,z 一 0, 士 去 \/ 2 ;由 于 0) 
——2<0,.7 士 卫 /3 二 4 六 0, 故 Fr) 在 = 一 0 邻 域 是 极 大 值 ， 


而 在 z 一 士 志 2 邻 域 是 极 小 什 ， 
3) F(z) 一 xz 在 了 一 0 时 有 (0) 一 户 (0) 一 0: 而 坷 阶 导数 
(0) 一 6 关 0, 它 是 函数 A(z) 的 拐点 ， 


4) f(TisT2) 二 Tz1 一 Xx? 有 一 个 平稳 点 x 一 x2 二 0; 但 由 于 2 


2>0 而 3 2 一 二 一 2<<0, 它 是 函数 f(x,zs) 的 鞍点 


9.2.2 泛 函 的 极 值 问题 


前 面 敬 指 出 ,函数 叮 看 作 上 是 数 空 间 的 “点 ”, 泛 国 刚 可 看 作 此 画 
数 空 间 中 的 “点 函数 ”; 或 者 
泛 函 L( 一 个 参量 的 ) 变 苹 数 ]. 
因此 , 变 求 泛 溯 的 平稳 值 , 先 要 规定 变 清 数 在 函数 空间 中 的 变化 区 
域 ,然后 规定 如 何 来 求 泛 函 的 导数 ,以 及 确定 泛 函 之 平稳 值 的 杀 
件 . 这 样 的 方法 就 称 为 变 分 法 . 


9.3 Eujer 恋 分 方程 


3.3.1 泛 函 的 变 分 导数 


对 于 普通 吗 数 Fr 1! 当 工 在 zo 附近 变化 而 ,可 作 Taylor 展 
开 : 


flxo 十 E) 一 fer) + eM + S| 94 二 。，， 
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而 | 竺 | ”0 是 x 一 zo 为 平稳 点 的 条 件 . 或 者 ,一 般 地 , 当 数 = 


了 丁 一 芋 


作 xz 一 x+ 十 8r 亚 动 时 ,Fr) 变 为 


加 dr ，《6zr) dr 
fr 十 Br) 一 Ar 十 Sr 十 21 di ， 
其 一 阶 变 分 是 
_ adf 
SF 一 人 个 他 dx 


对 于 多 元 图 数 fxs rs) :类 似 地 有 

fx 十 人 ri ,Ts 十 Bray 

一 frr 十 Ea 并 十 人 ST; 站 十 | 十 和 
其 一 阶 变 分 是 
$F = Sx * gradf. 
因此 , 郴 数 fCx) 的 平稳 点 条 件 由 其 一 阶 变 分 为 零 给 出 , 即 
dF = 0— gradf = 0. 
现在 米 讨论 滩 函 
f[xt)] = | 

在 欧 数 空间 , 朵 样 可 以 考虑 其 中 一 点 x 0 之 变化 :; x () 一 

z(t) dr 下， 


PH 下 


xo 
4 - 
二 月 
和 
于 是 ,可 类 似 地 写 出 泛 国 之 一 崔 变 分 为 


3F 一 | 3)LF Yd 
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其 中 [Fj], 称 为 蛮 分 导数 或 泛 函 导数 , 它 本 身 代 家 函数 空间 中 的 
梯度 .同时 , 汉 函 f[z()]j 的 平稳 点 条 件 由 其 一 阶 变 分 为 零 给 出 ， 
有 

SF 一 0 一 [F] = 0,， 
也 就 是 说 ,要 求 其 变 分 导数 为 零 ;由 此 结果 得 出 的 方程 称 为 Euler 
方程 . 应 该 指出 ,以 上 是 就 国定 边界 而 言 ,对 于 自由 边界 或 变 端 点 
的 情况 ,会 有 相应 休止 ,下面 分 别 于 以 讨论 ， 


9.3.2 Euler 变 分 方程 . 边界 条 件 
现在 来 其 体 讨论 下 列 汉 函 ; 
fF[z()1 = [Fi de 


当 (0 一 < 人 十 3 人 时 ， [0 为 
dr d(x) 


drédr) ,,, 
ee Ee 十 J “+ 可 
9 


所 以 , 汉 函 x(t) 的 一 阶 变 分 是 


3f[x]= | SE8z + | 
oF 
ft 
mIaF d AF aF [|=s 
$7 DT 和 dr dx + 各 | 1, 
dr 


= [x LFlewdt + rz0) Sr) re) ， 
tn 由 二 站! = 


其 中 [Fj;ww 为 泛 沙 的 塞 分 导数 , 即 
HFCr) oF 有 dF 
[Fj]0; = Bi Bar 
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(1) 国定 边界 条 件 
通常 求 泛 晒 的 极 值 时 ,多 数 情 况 为 固定 边界 条 件 , 即 有 
ST) — Sr{fo) = 0, 


Tim 
TIT 、 
Mw ， 


而 


如 上 图 之 (1). 于 是 ,固定 边界 下 FLzrt)] 为 平稳 的 必要 条 件 是 其 
一 阶 变 分 导数 [jw 为 零 , 即 


[LF],o, = 兴 = 芒 一 是 站 =。， 
这 就 是 Euler! 变 分 方程 ， 
(2) 自由 边界 末尾 
对 于 自由 边界 ,有 


Srffo) 天 0， rh) 天 0 
如 上 图 之 (2). 这 时 8LzGtJ 为 平稳 的 必要 条 件 是 其 一 阶 变 分 为 
零 , 除 要 求 满足 Euler 方程 外 ,还 要 求 在 边界 处 对 变 分 的 贡献 为 
零 , 即 


Er 

dF oF 

3 tt 总 未 :一 = 0. 
‘3) 变 端 点 问题 


当 端 点 所 发 生变 化 时 ， 
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Af= (CF 十 Ah 一 了 = | 


二 


=| FC)dz 


一 Fle De af » 


其 中 最 后 一 步 用 了 中 值 定理 . 当 端点 & 也 发 生变 化 时 , 则 有 
Af = Fo) dn 一 已 (DenAto- 


所 以 ,在 此 情况 下 ; 沁 隧 的 一 阶 变 分 应 为 
Srrz]= [len 


ft 


aF BF 
+ Br(n) 3 | 一 sc 站 ， 


十 StLF J 一 StoLF 1 
这 时 f[z()] 为 平稳 的 必要 条 件 8f[zxj]= 二 0 除 要 求 满足 Euler 方 
得 及 人 = ,一 0 外 ,还 要 求 [F J] 一 LFjs 一 0， 
下 面 以 Newton 运动 方程 的 推导 为 例 . 取 
Fx T= LTsit) = TIT) 一 人 (rt 


一 廊 m 一 Vzst), 


其 中 工 () 一 六 m 六 为 动能 ,V (x,t) 为 势能 ,而 上 Cx, 之 ,t) 则 为 


Lagrange 函数 . 由 | Ld 一 0 在 圈定 边界 下 的 Euler 变 分 方程 ; 
aL da _ 


ar df di 0 
得 到 
dav d . 
Br di‘™ T= 人 0， 
即 
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AV dix 已 他 


导 . 
J 于 》 二 一 入 或 mR ar’ 
这 就 是 Newton 运动 方程 . 
9. 3.3 多 高 阶 导数 的 情形 
对 于 含 高 阶 导数 的 泛 函 ,例如 


zt] = | Ft) dt, 
同样 可 求 得 其 一 阶 变 分 为 
SF 一 | srcDCF]od: 


十 aLF], 一 So[R] 
十 Gxt LF jo,) 一 dr) LF io 
d 人 rz， ds5. 
十 | Te) LF] ty (2), LPL 十 3 
其 中 
[FJ = Fr) z(t) ,2 (t,t), 


_93r doar doar 
[Fj = 3 dt B72 | df Bz : 
_93r doar ar , 
[Fle = 3 di BF | di a ' 
等 等 .证 明 如 下 : 首先 ， 


工 一 工 十 dz， 


半 一 完 十 $8z, 
.. .dd: 
一 二 十 JT 
因而 
全 一 FI 十 Sz,; 工 十 do 下 十 ds = | 
* di —?" dri? ~ 9? 
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一 FAsTyi st) 


所 以 ,证 国 的 一 阶 变 分 为 
8f— | "Fat 
_ | sd + Ga [FJ — Seo[F 
由 于 
人 上 2 
| 8Fdi = | ES SE drari jd 


Ozrdt Dd: 
中 各 项 通过 分 部 积分 法 可 得 


BE derjar— [3r SE 
| 35 Jazjd 一 ar 3 


— axl G S| 业 ， 
Io In 


dt B+ 
"jor de -| 只 站 | "| 总 站] 
门 总 和 szj d= t 3 下 一 人 


与 2 
十 fa dy Se | dz ， 


站 关 入 ja= (5 站 下 一 | 宇和 站 中 
本 di dr BaFl|, 


5 六 约 | 
等 等 .于 是 ,合并 后 即 可 得 前 述 结 
9. 3.4 几 个 恋 济 数 的 情形 
现在 推广 到 有 几 个 变 函 数 的 情形 ， 
Try] 一 [Fz yp 和 (Ds Cs Edt, 


容易 求 得 泽 函 的 一 阶 变 分 为 


1 1 fd S| 
[| dr QE) de 
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[a 
8f— | (azGD[LF] + dy LF ly 二 六)d 
证 
十 Co) | 9 


其 中 (…)| 代表 边界 效应 ,而 [Flxe, [FJ 为 变 分 导数 ,其 表达 


式 是 
Fr _aF daF ,doer .. 
Br Br dazr ditaz 
BP BF dear ,dear _.., 
EF Jye 一 By Oy dr Oy dr QF 
等 等 . 于 是 ,固定 边界 下 ,; 消 FEz0 yO):] 平 稳 的 必要 条 件 
是 


LF jw 一 


LF lo — QO, LF yo =— 人 由， 
9.3.5 变 函 数 为 复 函 数 的 情形 


菌 数 中 出 现 虚数 i 时 称 为 复 蓝 数 . 例如 ,量子 力学 中 的 波 函 数 
%zr) 就 是 二 的 复 画 数 . 应 注意 , 复 阔 数 与 复 变 沙 数 不 同 , 因 为 后 者 
的 自 变量 = 为 复数 ,而 前 者 的 自 变 量 zx 仍 为 实数 ， 

因为 复 函 数 %(z) 总 可 通过 展开 而 将 其 表示 为 jtz) 一 oz) 十 
igy (zx), 其 复 共 因为 J' (Cr) 一 (x) 一 jp(Cx), 所 以 , 变 琐 数 为 复 函 
数 的 情形 实际 上 相当 于 两 个 变 函 数 的 情形 ,5y' 和 站 可 独立 变 分 
(因为 S59 和 59 可 独立 变 分 ). 


例如 ,8|s (yy ydx==0 的 Euler 方程 为 作 一 0 和 ==0. 


由 于 物理 基 经 总 是 实 值 ,因而 这 两 个 方程 是 共 因 的 , 取 其 中 之 一 
即 可 . 


9.3.6 几 个 参 变 量 的 情形 


下 面 再 来 考虑 几 个 参 变量 的 情形 ， 
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Fxtu,v) | 一 iGreen)dude, 


其 中 Be 为 积分 域 


如 x， 富 《一 2 3 dr’ 


国 为 SCzo) 一 
SF[ riarv) |= Le 十 三 一 Bz | Sz 十 | 和 3z| Jdudv 
2 | 一 | SE | |azdudv 


= J] 六 好 [2 

2 

十 [Ea zB T Bo 

另外 ,将 Stokes 定理 | Vx HY ,nds 一 $a “df 应 用 于 平面 , 若 
HeH,-eH;,dS=dudv ,di—edudtezxdv,n=e;; 得 到 江 


E S| Jdudv. 


局 
由 SH, — FH}dudy = 中 CEndz 十 Hdv). 
现在 令 刀 一 一 和 站 ,Hs 一 6z 53, 可 使 8f 的 后 一 积分 变 为 


中 sztuo| dv 一 du] ,c 为 积分 域 怀 的 周 线 . 它 代表 边界 
贡献 部 分 . 于 是 ,最 后 可 求 得 泛 函 /[zCu,2)] 的 一 阶 变 分 为 


SF ru vv) |= ic LF |e dzdv 
-名 du ， 


aF 
十 face| 3 dv 


其 中 泛 函 导数 [jw 为 


号 ”此 结 困 一 船 称 为 Green 公式 ,通常 表述 为 (3 为 闭合 曲线 所 围 之 面积 3 


中 crdz + Qdy) = J La 一 于 Jaray. 
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中 
Tom BT Br Du OT, Ot Dr,” 


对 于 和 白 册 边界 而 言 ,证 图 J[zfxeso)] 是 平稳 的 必要 荣 件 是 


| [LF ] = 0， 


OF Fr 
Be dr 一 3 一 人 0: 


而 对 固定 边界 而 言 ,只 需 LF 1] 一 0， 


另 一 方面 ,着 泛 落 中 合 有 高 阶 导数 , 则 其 变 分 导数 应 修正 为 
aF Da Ak FF oF 


一 Co 一 一 十 一 一 一 


[F 1],...,= x A 侣 区。 Dv = du’ DT um 


ta dr Tt Br Br i 


LF jwn—=0 仍 是 营 峭 了 [zz ;Vv)] 在 固定 边界 下 的 平稳 条 件 . 对 于 
日 由 边界 而 言 , 此 外 还 需 边 界 对 变 分 贡献 为 零 等 若干 补充 条 件 ,这 
里 从 酷 . 


9.4 Ritz 方法 


对 于 证 郴 的 极 值 问题 ,有 时 可 以 采用 直接 法 去 求解 . 因为 任意 
郴 数 x(z) 均 可 用 陪 数 空间 中 的 一 组 基 沙 数 人,… ,01) ,… 了 予以 
展开 : 


TL) 一 Tepe); 
于 是 , 兴 了 薄 A[z(z)] 用 上 述 展 开 式 代入 后 得 
了 [了 工 仔 )] 一 人 ce 人 


= | (Dan),{ Dc, %) ,ed 


完成 积分 后 可 将 之 表达 为 {c,} 的 函数 , 即 
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[xt = (crn}), 
因而 泛 函 Az) 的 极 值 问 题 化 为 函数 .多 《1c,}) 的 极 值 问题 , 即 ， 
8f 一 0 导致 要 求 
QF 


Br = 0 上 = 1 


Ritz 方法 就 是 要 选择 (* 猜 ”) 一 个 适当 的 “坐标 系 *s (2) ,要 选 
得 好 (要 “会 猜 ”), 使 > ,com (#) 能 很 快 地 收 合 , 以 致 只 要 很 少 的 几 
项 就 能 很 好 地 代表 zet* 用 它 去 算出 [Lx Ct)j]; 即 (cl Cry }, 
骨 由 上 述 代数 方程 组 全 一 0 (4 一 1,2,…) 来 确定 使 泛 画 为 极 值 


的 此 几 项 系数 c 之 值 . 应 注意 ,应 用 Ritz 方法 时 ,实际 上 算 起 来 只 
是 近似 ,但 由 于 无 需求 解 微分 方程 (Euler 方程 ), 实 用 上 很 方便 ; 
所 以 , 它 是 很 有 用 的 方法 . 


9.5 亲 件 极 值 问题 


9. 5. 1 函数 的 亲人 忻 极 值 


众所周知 , 雪 在 附加 条 件 rT 二 1 1) 下 求 
晤 数 fT" :0 的 极 值 ,只 需 引 人 Lagrange 乘 子 机 人 一 了 
m) ,再 来 求 广 一 了 十 Ng, 作为 {rej, 1%} 函数 的 无 条 件 极 信 即 


隔 . 也 就 是 说 ,函数 了 的 条 件 极 值 点 x; 及 相应 Lagrange 乘 子 机 可 
由 


a _ 37 Og;: _ 
= Br 十 2 = 习 Ck = 1 


Hr, dr, 
局 让 
60 tt = 1 sp) 


予以 确定 . 
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9. 5.2 泛 冰 的 杂 忻 极 值 


对 于 渤 函 ,也 可 类 似 地 引入 Lagrange 冬 子 来 求 雌 条件 极 值 问 
题 . 
例如 ,在 归 一 化 条 件 | {gxx))’dx 一 1 下 求证 卫 
F[p(z)] 一 rk cs, yr ydzdy = Trazay 
的 极 值 ,可 令 g[p(x)J= | {pr) dr 一 1 二 0; 引 入 Lagrange 刁 子 
4; 而 讨 为 求 新 污 函 
[Mr)] fryz)] 一 AgL rr} 
的 元 条 件 极 值 . 将 新 证 昂 请 看 作 含 参 变量 4 的 泛 函 ,其 一 阶 变 分 
为 
[am](D= pr)[P]nodz 
一 刘 jsp(z)[G]juodz 一 (Ba)&[ 阿 ; 


这 里 GG= {Kz} 一 8Cz), 于 是 ,8f" 一 0 给 出 其 平稳 条 件 为 
[F* xs = [Fjxs 一 ALG]ro 一 0， 
fer: =— g[F] = 0. 
不 失 一 般 性 ,假定 关 (Cz, 思 是 对 称 的 ,可 得 
[FJ = 2]KCes Pdy, [Gxs 一 297); 
上 上述 平稳 条件 可 明确 写 出 为 


J = Ap(r), 


| {gr) paz 一 1. 


这 个 结果 表明 : 后 者 即 原 归 一 化 条 件 : 而 前 者 变 成 本 征 值 问题 ， 
Lagrange 乘 子 1 即 其 本 征 值 . 还 可 注意 到 ,此 本 征 值 A 即 为 原 证 画 
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7[Y(z)] 的 极 值 ,因为 对 前 式 进行 |g(z)[…]dz 运算 立即 得 到 
| eK r,s) pdzrdy 一 A| {gz) dr 一 人 和 
最 后 还 应 指出 ,这 个 条 件 航 值 问题 与 下 列 证 函 


rr yy drdy 


| term 可 二 
的 极 值 问题 相当 . 
9. 5.3 一 般 的 亲人 忻 极 值 


现在 讨论 一 般 的 条 件 极 值 问题 . 

例如 ,在 附加 条 件 gj 二 0,g: 一 0,gQ) 一 0,… 下 求 了 的 极 值 . 这 
里 了 可 以 是 函数 f(z ,zz)、 复 合 函数 f(z0)) .兴旺 f[x()] 或 带 
人 参 变 量 的 活力 记 x Cj(xi,x2); 而 附加 条 件 则 除了 可 以 是 上 述 各 
种 形式 外 ,还 可 包含 变量 的 微分 或 积分 形式 ,具体 如 g (1) 一 
CCzttati 一 0 以 及 诸如 zt0) 一 上 一 0,(1) 一 有 一 0 等 等 . 

求 极 值 的 步骤 依然 是 引信 Lagrange 乘 子 , 令 

了 一 了 十 gl 十 Mgs 十 站 espar， 

在 求 一 稚 变 分 5f" 一 0 时 ,将 胃 .入 .4(0) 与 zx.zs、z(t) 等 一 起 作为 
独立 变量 来 对 待 . 应 该 指出 ,这 里 的 如、h 是 数 而 40) 则 是 1 的 函 


数 , 所 以 有 时 候 称 前 者 为 Lagrange 逆 数 , 称 后 者 为 Lagrange 乘 
况 . 


9.6 曲线 坐标 系 下 Laplace 方程 的 推导 


现在 利用 变 分 法 来 推导 在 曲线 坐标 系 下 的 Laplace 方程 ， 
V0. 
237 


2.6.1 变 分 法 问题 


首先 将 此 化 为 变 分 法 问题 . 考 目 下 列 泛 函 ，; 


fulx, yz)]= 下 <) 十 [经 | 十 [Ee) jazaydz 


__ | 
固定 边界 下 的 一 阶 变 分 是 
5 一 | say 
-六 到 全 和 
一 中 (Vu) 。(V8z)d7， 


这 里 应 用 了 Va 一 Tn. 
由 秋 量 导数 运算 公式 
Ve PH) = p+ Vo PY, 
令 pf= 二 Vusp= 6m, 并 注意 到 VV (Va) 一 Vx, 则 87 可 化 为 


$f— 2| (vu) . (VaudV 


一 2| V. (Bu VydV 一 中 Bu VudV. 
¥ Vv 
直面 应 用 Gauss 散 度 定 理 : 
| (V+ AYdV = 中 A 。 ndsS, 
了 证 


将 体积 分 化 为 面积 分 ,这 里 3 是 包围 体积 VV 的 闭 曲面 ,nw 为 曲面 5 
上 的 外 法 线 方向 的 单位 舌 量 . 为 此 令 4 二 Su Vu, 则 5F 可 化 为 


58f=2 中 BuCvu) .ndS 一 中 Bu V rudV. 
若 假 定 在 曲面 5 上 有 经 一 0, 一 阶 变 分 SF 最 后 化 为 
8f = 2| sz .YeudV, 


Vn 一 0o58| ,Ce 十 芭 十 YdVY 一 0， 


即 , 二 者 是 等 价 关系 . 所 以 , 想 要 寻求 Laplace 方程 的 普 议 公式 ,可 
由 上 述 变 分 法 问题 出 发 来 推导 . 


9.6.2 坐标 变换 
现在 来 进行 党 标 变 措 ,要 使 直 前 坐标 系 下 的 Laplace 方程 


变换 为 曲线 坐标 系 下 的 普 裔 形式 . 


考虑 下 列 一 般 上 坐标 变换 
X= TE Et) EC ECr, ye) 
二 KE ee 二 ST ye) 
= cE 上) 上 ;一 Er ys) 
直角 坐标 系 曲线 坐标 系 
(Ty Z) CE ,2,8,) 
UCT YE) ule oe) 
zz 十 ws 二 wi 一 人 Dg 
+ 
一 到 2 
™ dr ae, 


26 35 .968, 6 


2 
3 7 dr Or dy dy Or Oe 


dr 十 dy: 十 dx” 一 gdé de 
于 此 
rar dyay ,dor 
Ba BE BF, 1 Be, De, | Be. D6, 
DS gag’ -一 人 


在 直角 坐标 系 中 ， 


Yi 一 oj， FdV = 0, 


一 2 十 > 十 uw 
现在 进行 坐标 变换 (a) Ey 


Q(x, 之] 
8|Fdv 引 | Dy eum ) Be Es dh déds,, 


其 中 
dr dr 9 
Dé Dé, OF, 


G(x Yr!2) _ Oy Oy Dy 
人 CE :二 9¢ DO#, 9é, “ 


3z Be az 
Dd Ae, Oe, 


于 是 ,在 曲线 坐标 系 中 , 变 成 了 
Vin = ooijcdr 一 0， 
其 中 
— {De BE dr = dedédé, 
9. 6.3 一 般 结果 


现 芷 来 求 曲 线 坐 标 系 下 Laplace 方程 的 一 般 形式 . 
注意 到 ,根据 行列 式 的 性 质 有 
| Cx ye) } =- { OT, yz) } | Dr Ys) | 


OE Eyes) (A E26) 中 (ES £3) 
= detlge| 一 aa —& 
DCF, ys) a 
BC ,és) 2 


于 是 ， 
flaté ,és,,é,)] = 有 Vg wul }dr = 一 jcar 
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~ Or D OG DO A 
[LG Juce, ,ee Bw >, 3 Du, 一 2) Be Br. 


因为 
Br 一 一 ?jsu Y udV 一 一 2|a« ws ww pp dr 


|Gar=— Jau CG adr 


-人 吕 避 wev 避 jar 
所 以 ,最 后 得 到 Laplace 方程 的 一 般 形式 为 


应 该 注意 到 , 它 与 张 量 运算 中 所 得 广义 结果 的 一 致 性 [ 见 5. 11. 4 
节 之 (3)]. 


9.6.4 具体 例子 


《1) 球面 坐标 系 
CTY 2 CE EE 一 《rs 


x rsindeosy, 
| ~ rsindsing, 
和 一 六 COS 由; 
由 和 十 昌 虹 十 昌 泣 一 和 天 十 rr 纪 开 十 产 sin 风 他 ， 
SU 一 1， gO—ri, B83 ~ rsing; 


1 
gl 一 1， g* 一 方 ; 8g 一 


~ 二 vr :rising ~ rising, 


risin2g’ 
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dz 一 “gdr， 邑 drdydr = r’sin Bdrdbdp. 
- ae 人 十 吉 aae 双 十 强 吉 5 守 | 
化 简 后 最 后 得 到 
vw 一 去 如 |"* 问 | sn | + a 3 
(2) 柱 面 坐标 系 
(x VT) Co PZ), 
T= COs gp, 
| = psin 8， 
二 
dz? 十 dy: 十 dz? 二 dr 十 Pdy 十 dz?， 
gu =l: gz 一 让 Sa 一 工 


WV 2 


3a3 


8gL 一 1 8 一方， 如 一 ]. 


vg =p, drdydz 一 pdpdpdz， 


vu 一 二 {到 (? 污 | 十 放 其 二 总]+ 芝 (Pe 总 )j 
ve 


由 于 所 讨论 问题 常 具有 特定 对 称 性 ,因而 采用 特定 坐标 系 来 
处 理会 比较 方便 . 例如 ,讨论 无 穷 长 荷 电导 线 的 电 执 ,采用 柱 而 坐 
标 较 方便 ;而 求 宽度 为 2a 的 无 穷 长 人 茶 电 藉 片 的 电势 ,或 者 , 求 流 经 
平 而 障 板 中 宽度 为 2a 的 狭 链 之 不 可 压 编 无 粘性 薄 性 的 速度 势 ,出 
以 采用 椭圆 柱 坐 标 较 方便 . 还 有 抛物 柱 坐 标 也 是 较 有 用 的 ,下 面 分 
别 作 简要 介绍 . 

‘3) 椭 园 柱 坐 标 系 
Taché cosé,, 
| 一 aahé siné,, 
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因此 ,在 之 一 COnat 的 平面 中 ， 


[+ (圭一 1 ( 共 焦 精 图 ,6 一 const 


2 

> 一 1 《 共 焦 双 曲 线 , 名 一 const). 
4 COs ¢, 

dr? 十 dyz + dz? = a?(Cch?é, 一 cos’é,) (dé 十 dz) 十 dz”， 


1 Ou 3 du 
Vi , a (chié 一 ee 十 0¢, + Dr?" 
t= chél, 7= cosé,; 
站 一 CE y=a~v{ 1)(- FF), zr. 


2 2 2 
dx? 十 dy? 十 dz 一 a | 和 二 de 十 于 三 荨 dy 十 三 z 


a sin 本 


z 1 mr — 
Vu 二 | 和 1 六 “一 1 洒 
已 Ore Qin 
A 
《4) 抛物 柱 坐 标 系 
工 一 二 (名 一 &), 
J 二 El és, 
之 二 六 


因此 ,在 * 一 const 的 平 画 中 ,有 两 组 互相 正 交 的 抛物 线 ,其 焦点 位 
于 z 轴 上 ， 

2 = const),， 

一 各 (一 2r) (6 一 const). 

dr? 十 dy 十 dz? 二 (合十 (Cd 十 dé) 十 dz’， 


2 - sse 2 | Su 
Vu Rl oc) ow 
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9.7 变 分 原理 


9.7. 1 Hamilton 正则 运动 方程 


前 面 曾 经 应 用 恋 分 法 推导 出 质点 一 维 运动 的 Newton 方程 ， 
不 难看 出 ,对 于 质点 系 , 若 引入 Lagrange 范 数 
也 一 了 一 站 一 LF Fa FIs 天 


则 由 计 Ld=0 立即 得 到 


dlarl o_o 
dr = Ta? 一 1， "A 
此 有 妈 质 点 系 的 Newton 运动 方程 . 


然而 ,作为 力学 系 , 若 质 点 系 的 结构 使 其 位 形 可 仪 由 gg 个 广 
六 誉 标 gta 二 1,…,g) 来 描述 , 则 其 Lagrange 晒 数 可 表达 为 


L(g rr $1 dst), 则 由 变 分 法 ij Lat=0 纵 出 Euler 方 
程 ， 


di 
这 是 g 个 二 阶 沉 微分 方程 , 称 为 力学 系 的 Lagrange 运动 方程 . 因 
此 ,Euler 变 分 方程 又 常 称 为 Euler-Lagrange 方程 . 
现在 引信 广 兴 动量 


Pr a 


并 由 此 反 解 出 了。, 则 
2。 一 Gat sor Pi ,Peit)s 
同时 ,进行 Legendre 变换 : 
H= Oph — LL= Hg gp prit), 
上 
这 样 引 六 的 函数 互 称 为 系统 的 Hamilton 函数 . 而 广义 坐标 个 1， 
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下 ol 3 _ -- ] .-.， 
Esa ao 一 0 {4 =— 1， rs 


| 一 Jy* ， 


s 一 起 由 称 为 正则 变量 . 


0 与 广义 动量 pi,…,p 
oL 


OF 


于 是 ， 
am _ _ L993% 
Og, 加 >{ | 0。 ao。 Bq 
aH EE SE 加 
ap, 一 和 十 5 |p,— 3 13 2 
求 和 项 消去 是 由 于 广义 动量 的 定义 如 一 请 各 1 另外 ， 由 于 Lagrange 
运动 方程 
-did - 
Gq, 全 35 一 Ths ™ be 


最 后 得 到 2g 个 一 阶 常 微分 方程 
4 = 3 pb. 一 一 3 ta 一 1 
它们 称 为 Hamilton 正则 运动 方程 ,简称 正 出 方程 . 应 该 指出 ,它们 


也 可 由 变 分 法 


让 | 2 Pr 一 五 }dt 一 必 
直接 导出 . 换 句 话说 ,正则 方程 与 上 述 变 分 法 问题 是 等 价 的 
Dj padgs 一 五 di = > PdQ, 一 天 di + dG 
所 进行 的 变换 称 为 正则 变换 ;因为 ,由 变 分 法 
o= 8 {3p.%. — Hjd 


=8| {EP.Q.—K) 


可 知 ， 
0 Pp 8) 
(QQ, PP 为 新 正则 变量 ,天 为 新 


也 就 是 说 ,经 过 正则 变换 后 ， 
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Hamilton 函数 ,它们 使 新 的 正则 方程 保持 形式 不 变 . 

特别 是 ,车 所 选 之 避 使 下 =0, 妈 ,如果 避 是 Hamilton-Jacobi 
偏 微分 方程 

如 各 可 二 = 人 0 
的 革 个 完全 解 一 上 人 91 了 , 则 显然 有 
名 .一 0 了 一 有 ta 二 15) 

均 为 常量 , 同时 , 亦 可 反 解 求 得 原 正 则 方程 之 解 go 和 ps 为 此 二 组 
常量 {a}、1B.}) 及 1 欧 函 数 . 换言之 , Hamilton 正则 方程 与 
Hamilton-_Jacobi 丛 徽 分 方程 等 价 ， 

尽管 一 般 认 为 由 微分 方程 比 常 微分 方程 组 更 难 解 ,然而 在 处 
理 力 学 问题 时 ,经 常 是 通过 求解 Hamilton-Jacobi 方程 来 求 得 正则 
方程 之 解 , 这 是 由 于 Hamilton-Jacobi 方程 并 不 依赖 于 未 吞 函 数 本 
身 而 仅 依 赖 于 其 一 阶 情 导 数 ,此 特征 对 方程 揭 求 解 有 很 大 帮助 . 


9.7.2 Maxwell 电磁 场 方程 组 


对 于 电场 强度 为 五 .磁感应 强度 为 中 的 电磁 场 ,可 知 ( 用 全 表 
示 相 当 于 ) 


| 六 EE*dx 一 总 电能 全 势能 ， 


| 汪 各 dx = 总 磁 能 全 动能 ， 
其 中 * 为 电容 率 ,z 为 磁 导 率 . 若 引 进 Lagrange 密度 函数 工 一 
汪汪 Br 一 | ,可 得 磁场 强度 瑟 和 电位 移 也 分别 为 


-电工 一 红 - 
一 折 一 六 2B， 了 一 一 引 一 eBi 


并 且 由 变 分 法 3| Zazxd:-。 可 推导 出 Maxwell 电磁 场 方程 组 . 
为 此 ,通过 
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B=VXA, E—— vp— 
引进 电磁 场 的 矢 殷 4 与 标 努 p 作 为 变 分 函数 .于 是 ， 


|| Ldxde— ll 村 | 6 一 ep dxdt 
_ Ni .3B _ aeE. SE| dxdt 


= fn (VX 54)+D- [vp 十 号 (84)] \axrdz. 


因为 由 矢量 导数 运算 公式 可 知 ， 
HVX 64) = (G64), (VX H) + Vv. ((54) x H), 


已 器 Ss 
D: By 4) = (A) * Er 十 EE * (BA), 
下- Veop) =— (PV D) + Ve (COPD); 
所 以 在 固定 边界 的 情形 下 有 


| Laxdi _ Ti [vx FH 了 | . (84) — (V. D) (39) Jdxd. 


最 后 ,由 电磁 势 4.p 的 定义 以 及 变 分 法 8|| Ldxdt 一 0 给 出 
VrB—~VY: 《风光 | 一 D0, 


避 
Vx E+ = vx (V9) = 0， 
v.D= 0, 

Dn 
多 光 于 一 ET = 人, 


这 就 是 没有 电荷 与 电流 情况 下 的 Maxwell 方程 组 . 
存在 电荷 密度 p 与 电流 密度 j 的 情况 下 , 若 取 Lagrange 密度 
函数 为 


_ | 上 pr 一 了 
之 一 了 nt < 五 :A 二 ey, 


在 pj 不 变 时 给 出 变 分 导数 
[ 艺 ] 一 一 V*D+i+p, 
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3D .， 

人 

变 分 法 的 结果 给 出 Maxwell 电磁 场 方 程 组 为 
-下 一 0， 


[5 Jie 一 Vx HH 


9.7.3 Schridinger 波动 力学 方程 
考虑 单个 粒子 在 势 场 V (x) 中 的 定 态 运 动 ,其 Lagrange 密度 
函数 取 为 
L=— FV) (V0) — y"Vy, 
这 里 多 是 波 天 数 ,凡是 其 复 共 印 ,它们 还 需 满足 归 一 化 条 件 
g[#] = |Gax = | SCr))dr = 0; 


为 了 方便 ,已 令 粒 子 质 量 r= 一 1 及 Planck 常量 下 二 1. 
注意 到 
(VOY VD = VY Cf YO), 
以 及 在 边界 处 波 函 数 为 零 , 变 分 法 |( 工 十 EG)dx 一 0 给 出 


[L + EG 6, = (十 V2 十 五 一 Vy = 0, 
或 者 将 常量 写 出 为 
1 一 vv)y Ey, 


这 就 是 单 粒子 定 态 运动 的 Schradinger 方程 ;其 中 作为 Lagrange 
乘 子 引入 的 EE 是 粒子 的 定 态 能 量 . 应 该 指出 , 变 分 导数 [ 工 十 
Eg ja 一 0 给 出 其 共 斩 方程 ， 
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.7,.4 小结 


应 该 指出 , 变 分 法 在 物理 学 中 主要 用 于 ; (1) 近似 求解 和 (2) 
归纳 定律 

关于 变 分 法 用 于 近似 求解 的 具体 例子 可 参考 作者 所 著 《 理 论 
物理 基础 3 和-- 书 的 第 9. 4 节 和 第 11 章 ; 数 值 计算 时 常 采 用 Ritz 
方法 ( 见 本 书 第 9.4 节 ). 

至 于 变 分 法 用 于 归纳 定律 的 例子 见 本 书 前 几 小 节 . 

由 前 面 几 小 节 所 讨论 过 的 内 容 可 以 推 知 ,差不多 一 切 自然 定 
律 都 能 用 变 分 原理 的 形式 子 以 表达 ; 妈 , 对 于 不 同 领 域 的 现象 , 选 
择 一 个 合适 的 Lagrange 函数 , 则 变 分 法 引 |zde= 给 出 该 现象 规 


律 的 描述 . 应 指出 , 变 分 3| Ld 本 身 并 不 是 自然 定律 ,由 变 分 法 所 
给 出 的 Euler 方程 才 是 自然 定律 . 

为 什么 物理 定律 邦 能 用 变 分 原理 的 形式 了 以 表达 呢 ? 这 个 问 
题 还 没有 完善 的 回答 . 茧 曾 向 Schr6dinger 问 过 这 个 问题 ,他 的 回 
答 是 , 变 分 方程 多 是 相 容 的 . 这 意思 是 说 ,可 能 是 因为 随便 猜 一 个 
Lagrange 函数 ,由 变 分 原理 引 Ldt—0 所 得 到 的 微分 方程 组 都 是 
相 容 而 不 相抵 触 的 缘故 . 偏 微分 方程 组 的 相 容 性 是 一 个 基本 问题 ， 
只 有 满足 相 容 条 件 才 可 能 有 解 .所 以 ,由 变 分 法 8| Ld:—0 给 出 的 
Euler 方程 的 相 容 性 ,这 或 许 是 为 什么 物理 定律 通常 都 可 写成 恋 
分 原理 形式 的 主要 理由 . 


吓 “” 莫 桓 武 . 徐 锡 申 : 《理论 牺 理 基础 ? ,北京 大 学 出 版 社 , 北 京 ,1998， 
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第 10 章 ”微分 方程 绪论 


本 书 此 后 三 章 将 转 入 关于 微分 方程 的 讨论 . 这 一 章 首先 要 介 
绍 有 关 基 本 概念 以 及 几 个 一 般 性 理论 问题 . 后 西 章 将 分 别 专 门 讨 
论 二 阶 线性 入 微分 方程 和 常 微分 方程 的 解法 ， 


me 


10.1 5| 吾 


10. 1.1 微分 方程 的 有 关 定 多 


几 含 有 目 变 量 、 未 知 孙 数 及 其 [ 常 ] 导 数 或 偏 导 数 的 方程 称 为 
常 微分 方程 或 偏 微分 方程 ;而 微分 方程 则 是 二 者 的 总 称 . 

一 个 微分 方程 中 所 舍 最 高 阶 导数 的 阶 数 ,以 及 此 导数 的 备 指 
数 , 分 别称 为 微分 方程 的 阶 和 次 . 

一 个 微分 方程 中 所 出 现 的 未 知 函 数 及 其 各 阶 导数 ,车 均 光一 
次 天 , 则 称 为 线性 微分 方程 ,否则 的 话 , 称 为 非 线性 微分 方程 . 非 线 
性 方程 中 , 若 对 林 知 函数 的 最 高 阶 导数 来 说 是 线性 的 , 则 称 为 拟 线 
性 微分 方程 . 


10. 1.2 党 微分 方程 示例 


《1) 含 一 个 自 变 量 * 和 一 个 未 知 函 数 ytxz) 的 情形 (< 下 而 需 齐 
时 用 ODE 表示 常 微 分 方程 ,日 LL.NL .QL 分 别 表 示 线 性 、 非 线性 、 
所 线性 ) : 
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= f(r) (一 阶 [一 次 ]L)， 

二 f(z,y) 《一 阶 [一 次 ]L 或 QL)， 
dy| _ _ 

pl z,y, 科 | =。 《 阶 ) ， 

dQ 2 

这 十 二 0 ( 工 阶 [一 次 ]QL)， 


嫩 全 
( 们 | 十 六 一 0 (一 阶 二 次 NL). 
但 是 ,一 阶 二 次 NL ODE 


dv 
(2) —»* = 


实际 上 可 化 为 两 个 一 阶 L ODE: 
y=0 和 +y=0, 
它们 是 等 价 的 . 男 一 方面 ,二 阶 [一 次 ]QL ODE 


re 


则 与 二 阶 二 次 NL ODE 
+ (2) -3) =， 

是 等 价 的 . 

(2) 合 一 个 自 变量 zx 和 二 个 未 知 函 数 yx) ,ys(z) 的 情形 ， 
因为 要 确定 二 个 未 知 函 数 需 二 个 方程 ,所 以 有 下 述 定义 : 

定义 : 当 方 程 组 中 方程 个 数 等 于 (或 小 于 或 大 于 ) 未 知 函 数 个 
数 时 , 则 该 方程 组 称 为 确定 (或 欠 定 ,或 超 定 ) 方 程 组 . 

例如 ,一 个 方程 


F zy 池 *] = 0 
为 从 年 方程 组 ,二 个 方程 
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志 
Fz; ;1 ,| = 0， 


| 
pi ziyyes 0 


为 确定 方程 组 ;三 个 方程 


, dy d 
Me | — 人 0, 
dy dys 
"dzx 


em] 


Fi| > TY 洋 , 汪 
为 超 定 方程 组 . 


10. 1.3 偏 微 分 方程 示例 


含有 两 个 或 两 个 以 上 自 变 量 的 微分 方程 属于 偏 微 分 方程 ( 简 
号 为 PDE). 


例如 ,对 于 一 个 未 知 医 数 ytxisX3) 的 情形 ,一 阶 仿 微分 方程 
4 十 4 二 By 一 0 


中 ,者 系数 A 都 仅 是 19 2 的 函数 , 则 方程 是 线性 的 ;车 
4i4* 中 包含 y, 则 方程 是 所 线性 的 . 一 阶 非 线性 偏 微 分 方程 则 一 
般 可 表示 为 


F| Dy. =0. 


1 TY Dz’ Bx 
对 于 二 阶 储 微分 方程 , 亦 可 类 似 地 子 以 表述 ， 
对 于 两 个 未 知 沼 数 的 情形 ， 


By ay dy: 9 
Fz za yy a, Et Bx |) 


为 天 定 [ 仿 微分] 方程 组 ; 
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Fl 2 ,|= 0， 


A 工 本 里 
1 3 2 or, DT," DT1 ' Dre 


OY Dy! Oy: Oys 


Fi zr ,| 一 昌 
为 确定 [ 偏 微 分 ] 方 程 组 ; 


| | 一 
,| | "V2 dz, "Dr, Br Ore 0， 


Dy, 已 yz Ed 


| ON Do ys oy) 0 
EE A » 


Dy 232 22 32] 一 0 


Fl 证 1 Yl, ' Dx, ’ Br ’ Ox 


为 超 定 [ 偏 微分 方程 组 . 
10.2 微分 方程 的 等 价 问题 
可 以 证 明 , 一 个 高 阶 微分 方程 总 可 以 化 为 一 阶 微分 方程 组 . 对 
于 常 微分 方程 ,反之 亦 然 ;而 对 于 偏 微分 方程 ,及 之 却 不 必然 . 


10. 2. 1 常 微 分 方程 的 等 价 定理 


定理 : 一 个 高 阶 常 微分 方程 与 一 阶 常 微分 方程 组 是 等 价 的 . 
首先 以 二 阶 常 微分 方程 


为 例证 来 阐明 此 定理 的 正确 性 . 
显然 ,着 令 科 二 y4, 则 有 和 学 一 他; 于 是 ,上 述 二 阶 方程 化 为 下 
列 一 阶 ODE 组 : 
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另 一 方面 ,对 于 下 列 一 阶 常 微分 方程 组 


dy dd 
(#39 名 2 一 0, 


车 将 ye,9 玫 当做 未 知 量 来 求解 ,根据 隐 范 数 定理 ,有 解 的 条 件 是 


名 ” 随 济 数 是 由 Ffr,y)==0 所 给 出 的 孙 数 y= f(z). 
隐 函数 定理 可 孝 述 婧 焉 ; 九 果 下 cz 在 (za 加 ) 邻 域内 连续 可 重 , 且 下 (mo 


=0, 各 | 。， 天 9, 则 有 恰 一 的 连续 函数 y 一 fz) 存在 ,而 且 满 是 Cx,f Cz)) 一 0,y 
T+ 】 
一 ro)- 
因为 由 复合 函数 微分 革 

ar 站 上， _ dl 站 
了 此 上 30 得 下 = 一 | | (区 ) ， 

由 于 2 | ， 关 0, 可 求 出 | 往 | 以 及 其 高 阶 导数 在 (zw) 点 之 值 , 即 可 得 y 的 

了 tt, yd} T 


Taylor 组 开 , 故 有 v=} 存在 . 
对 于 由 Ftrnr +- nl ym Oo 1 Ep” ;下 }) 记 绍 出 的 孙 清 数 w= fr pT 
位 一 11 mm): 上 上述 隐 数 定理 同样 成 立 ; 只 要 特 Ty | T= T= 


Cr Fi Fn f= … fm) ;而 条 件 人 9 天 站 则 许 接 为 Jacebi 
》 


(x 


行列 式 30y ca | ta yd 
因为 在 此 情况 下 ,由 
ar , oFiof 
3 多 3 
疡 大: 
中 可 解 出 3 上 的 条 件 是 
中 
Hy Yn) 0, 


其 实 ,前 而 的 证 明 依然 有 效 . 当然 ,要 将 伟 换 为 和 尝 , 并 注意 到 应 用 短 阵 运算 ,人 ， 
范 均 为 mxm 气 阵 , 芳 为 mxm 矩阵 ,而 { 论 ] 有 地 拭 阵 | 并】 ”的 条 件 是 dct[ 2 ] 


CF es Fn) 
0 ' 即 dey y™ ym) 天 小 
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OCF ,五 _ QF QF, IF oF; 


> 局 dys a 日 


0. 


要 北条 人 是 注 的 ,而 对 广 的 和 


2 


消去 92 得 y 一 5 了 于 一 0， 即 


dl lar ,pd | 99 dyl_,, 
中 zi | + dy dr 十 上 人 
这 是 一 个 二 阶 常 微 分 方程 . 

从 这 个 例证 中 可 以 看 出 等 价 5( 用 符号 兮 表示 ) 的 会 义 : 


(1 个 方程 ) 【2 直方 程 ) 
这 个 例证 中 所 采用 的 方法 同样 可 推广 用 于 对 二 阶 情 况 的 证 明 . 


考虑 下 列 n 阶 常 微分 方程 : 


:929 一 
F{ sy "del 


显然 可 见 , 它 等 价 于 下 列 x 个 一 阶 常 微分 方程 组 : 


dy 
Ff TY Yt 了 一 习 ， 
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另 一 方面 ,对 于 干 列 一 阶 常 微分 方程 组 


Fh, zi | — 0 (zf 一 ] 2 


如 果 满 足下 列 条 件 : 
7 一 可 (下 


al 2 ... | 了 


dr’” dx 
则 根据 隐 疯 数 定理 ,可 解 得 


习 
二 -一 CT 


dy, 
和 一 frsy sy ye) i 二 1 1) 


为 了 方便 ,这 里 已 令 om 一 六 现在 引进 下 列 算 符 
a 3 < 癌 
于 是 有 


| 
了 一 fryYy Ys Ya 1)s 


> = YY m= 2 ), 


从 这 个 方程 中 消去 变量 yh ,… ,yo-1; 即 可 得 到 一 个 nn 阶 常 微分 
方程 . 
以 上 结果 可 以 简 记 为 
"| 
显然 ,还 可 推广 到 高 阶 常 微 分 方程 组 的 情况 ， 
由 nl 阶 ,… ,nm 阶 方程 ( 共 个) 构成 的 高 阶 常 微分 方程 组 等 


价 于 Xn, 个 方程 构成 的 一 阶 常 微分 方程 组 ;可 简 记 为 


高 阶 OBE 组 全 一 阶 ODE 组 


> 直方 程 
r=1 
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所 以 , 常 微 分 方程 的 最 普遍 形式 就 是 一 防 常 微分 方程 组 . 
10. 2.2 偏 微分 方程 的 等 价 问 题 


对 于 偏 微分 方程 ,情况 有 点 不 同 ; 上 上述 定 理 只 有 一 半 是 对 的 : 
(1) 一 个 高 阶 偏 御 分 方程 总 可 化 为 一 阶 偏 微分 方程 组 ，; 
C2) 一 阶 偏 微分 方程 组 一 般 不 一定 能 化 至 单一 未 知 函 数 的 一 
个 高 阶 但 徽 分 方程 . 
首先 用 一 个 二 阶 偏 微分 方程 
Fer Yuu ty Ur ey tyy) = 0 


为 例 来 前 明 (1) 的 正确 性 . 显然 , 它 与 一 阶 方程 组 


， dp Oo 
ER 


是 等 价 的 . 这 四 个 方程 中 有 三 个 是 独立 的 ,正好 有 三 个 未 知 画 数 ， 


下 面 再 用 两 个 方程 的 一 阶 偏 微分 方程 组 
(ee 一 站， 人 
克 ( 生 3 于 03asmrstyyDy)》 = 0, © 
为 例 来 曾 明 (2 的 论述 ， 


第 一 阶段 : 这 里 是 两 个 方程 ,两 个 未 知 阔 数 w(x,y) ,v(x,y)， 
要 想 使 之 变 成 一 个 未 知 消 数 x 的 微分 方程 , 需 消去 三 个 未 知 量 w， 
xyzpy* 显然 是 办 不 到 的 . 
第 二 阶段 : 将 方程 对 zy 各 求 导 一 次, 连 原 方程 共 得 六 个 方 
程 , 印 ， 
OD ,DD Dy D,. 
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但 由 于 求 导 的 结果 ,要 消去 的 未 知 量 亦 变 为 六 个 , 即 
Dr ry yy 

仍然 不 成 . 

第 三 阶段 : 再 求 导 一 次 ,得 到 12 个 方程 

ODD, DD D:D, D2 Dy Dy DD Dy, 
要 消去 的 未 知 量 变 为 10 个 , 即 
UU Dyr Urry Uy Ur ry ry yy 

所 以 消去 的 结果 是 两 个 方程 ， 

由 此 可 见 , 偏 数 分 方程 组 与 高 阶 偏 微分 方程 不 能 等 价 ,需要 单 
独 研 究 ， 

然而 , 偏 微分 方程 组 ,包括 高 阶 的 ,一 般 来 说 ,永远 可 以 铅 小 范 
围 当 作 一 阶 的 ， 


10. 3 初 值 问 题解 的 存在 性 定理 


10.3.1 存在 性 定理 


由 于 一 阶 偏 微分 方程 组 包罗 一 切 微 分 方程 ,所 以 在 证 明 存 在 
性 定理 时 ,只 须 讨 论 它 即 可 . 
考虑 一 阶 偏 微分 方程 组 的 正规 形式 2 


cu _ da Bum ;= 
入 一 地 TV Um gy By : (1 


中 大考 10.6 节 所 引 [1]Courant，Hilbert 的 书 ,Band I ,Kap, 1 ， 间 ?1 或 [81 
Goursat 的 局 。t3ouzsat 书 上 前 证 明 好 一 些 . 
x 加 一 个 常 微分 方程 , 若 能 将 其 最 高 阶 导 数 显 式 解 出 , 即 得 此 常德 分 方程 的 正规 形 


dy dy .中 

gr" = | zi 和 

对 于 一 个 信德 分 方程 组 ,其 正规 形式 为 
ate _ .. Ba 
Br = yi* 区 rm Br? " A] :By ' a 


(人 一] 
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其 中 sy 为 自 变 量 ,z (zy (一 1， 天 未 知 国 数 , 在 给 定 起 
二 0 时 之 初 值 


du, ， 
uit0,y) = HOY), Er pty) 


的 条 件 下 ,来 讨论 方程 组 之 解 的 存在 性 ,此 即 所谓 初 值 问题 . 
可 以 证 明 , 上 述 初 值 问题 可 化 为 一 阶 氢 线 性 偏 微 分 方程 组 的 
下 列 特 定形 式 


A m 
2 DG ts) RE = ,en) 
人 广 Oy 


解 a,(z,y), 注意 ,一 般 有 nn 让 澡 . 


如 果 微分 方程 /一 2 弛 与 初始 函数 gqG 一 1,…,m) 都 是 解析 


的 ,就 可 求 得 z 的 各 阶 偏 导数 在 x 二 0,;y 二 0 处 之 值 ,从 而 可 得 z& 
展开 成 下 列 形式 幕 级 数 


UAT 一 Duy 
Ri 


其 中 系数 由 微分 方程 及 初始 数据 惟一 确定 . 同样 ,由 于 初始 数据 的 
解析 性 ,pCO 和 Gat,… ,us) 亦 可 分 别 展开 成 y 和 zw; 的 逢 级 数 . 
并 且 可 知 ,ciw 是 后 二 者 展开 系数 的 多 项 式 . 
现在 可 采用 强 函 数 法 中 来 论证 上 有 述 形式 香 级 数 的 收 和 敛 性 . 构 
造 原来 初 值 问题 的 强 问题 ,可 得 假设 的 息 级 数 
v(tr,y) 一 之 ,Cruz yy， 


并 且 可 知 有 
Cu [cn|, 
即 vz:y) 也 是 《到 ;7) 的 强 匡 数 . 
例如 ,挑选 vw; 使 满足 ( 强 问题 的 氢 线 性 方程 


中 对 用 短 级 元 表 示 的 函数 , 它 的 强 函 数 是 将 苇 定 级 数 的 系数 全 用 不 小 于 其 绝对 
值 的 相 庶 系数 普 换 之 后 的 结果 . 
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其 中 和 分 别 是 凶 (y7 和 Ca ay 的 震级 数 展开 式 之 收 伍 
半径 ,而 M 是 使 强 问 题 中 相应 展 式 都 满足 强 函 数 要 求 的 一 个 常 
数 . 


因为 上 述 方 程 对 一 ] 7 均 相 同 ,故而 有 
a_nM Bo 
Br nv Oy 
r 
vt0,y) = mo 一 pe yi 


由 此 容易 得 出 关于 解 的 二 次 方程 
{vw 十 mw || 1C— #0)y + nMr |= m| 1 一 于 ， 

并 且 w% 在 原点 邻 域内 能 展 成 x 及 y 的 收 钱 妖 级 数 . 所 以 ,w(x,y) 
的 宕 级 数 是 收 伍 的 . 

总 之 , 若 广 在 上 一 0,y 一 % 邻 域 是 解析 的 ,而 有 WR 对 yy 是 解析 
的 , 则 方程 的 解 存在 .惟一 .并 且 解 析 ; 解 本 身 满 足 初 值 条 件 . 此 即 
初 值 问题 的 存在 性 定理 ， 

由 于 高 阶 微分 方程 均 可 化 为 一 阶 偏 微分 方程 组 ,而 且 一 般 来 
说 ,可 将 之 化 为 正规 形式 . 由 此 ,所 有 微分 方程 ,只 要 解析 就 有 解 ， 
当然 要 有 初 值 条 件 . 


10. 3,2 简单 例子 


下 而 再 用 凡 个 简单 例子 来 说 明 一 下 以 上 证 明 的 可 行 性 ， 
例 1 考虑 一 阶 偏 微分 方程 
p= frry ug) 
在 给 和 定 初 始 条 件 x(0,y}) 一 9Ly}) 下 的 初 值 问题 . 这 里 按照 惯例 采用 
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A Bu, 
= 一 二 = 一 一 = 一 一 一 一 本 所. 
大 于 1 Br'd Hy 3y 的 记 ~- 


若 以 za 作为 函数 , 则 得 与 之 相应 的 一 阶 拟 线性 帆 微 分 方 
程 组 和 初始 条 件 分 别 为 
ur 二 pp， utO,Yy) = Fy}, 
| le 一 外 《y)， 
pi = fF pi fpys pOY) = fl0,y PY), CCyD77. 
由 于 六, 一 ge, 即 ze 一 和 gz, 积分 得 
HT = Ty) elty I 一 
后 一 步 利 用 了 wt9,y) 一 9C0,y) 定 出 aly)==0. 又 因 


dQ 
War 一 Pr 一 Bz Fry ug) ,不详 


积分 后 得 

wT) = ry) 十 有 3y) p= ff 
后 一 步 利 用 了 对 的 初 条 件 定 出 8C(y) 二 0. 由 此 可 见 , 此 方程 组 的 
解 即 为 原 问 题 的 解 :也 就 是 说 ,两 者 是 等 价 的 . 

上 述 拟 线 性 方程 组 中 尚 含有 自 变 基 zy 可 采用 再 引进 两 个 
函数 <Czy) 一 工 各 3zyyy 一 > 这 种 技巧 ,而 将 之 变 为 系数 中 不 显 
会 ryy 且 对 导数 为 齐 次 的 等 价 拟 线性 微分 方程 组 的 特殊 形式 . 对 
于 五 个 画 数 ws, 关 gd 了 7 的 等 价 方程 组 及 相应 初始 条 件 分 别 为 


uz 一 py uO0,y) 一 Fy), 

pz 一 feopy Tt Cfs tt Fp)Y,, 疡 (0 3) 一 FOyy PY) PP' Cy)), 
gz 一 Py, g(03y) = p(y), 

é,. 一 9， Er0,y) 一 0， 

n= 0, PO YY) = ~. 


谱 该 注意 ,要 将 左边 方程 中 fs fs fs 内 的 工 1 换 为 $7. 
例 2 考虑 二 阶 偏 微 分 方程 
Hr — Hyy = 0 
在 给 定 初始 条 件 n00,y) 王 ey) ,pC0,y) 二 p(y) 下 的 初 值 问 题 . 
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选 定 四 个 函数 
utr yy, plxr,y) 一 3 ， qr vy) 一 EA PCr,Yy) — YY 


于 是 ,等 价 初 值 问题 的 方程 组 与 初 条 件 分 别 为 
ur 一 Pr,, u(tD,v) = Py), 


Pr = dy pO, yy = 名 (yy 
Ux 一 Pys: OY "一 Pp' Cy), 
好 - 一 0; PO, YY) 一 小， 


例 3 考虑 下 列 方程 
sz 一 到 一作 
在 给 定 初始 条 件 x(0,7)? 一 My7) ,p00,y) 二 p(y) 下 的 初 值 问题 . 
设 定 三 个 函数 ,wx,p,7,; 则 等 价 初 值 问 题 为 
uz 二 ph, ut0,y) = Hy), 
上- je 一 jv}, 
jx 一 总 Tt0,y) = yy. 


10. 3. 3 ” 通 解 中 的 任意 常数 或 任意 函数 


常 (或 偏 ) 微 分 方程 的 通 解 必需 包含 任意 常数 (或 函数 ). 
例如 ,对 二 阶 党 微分 方程 的 正规 形式 
Ey psy dy, 


dx Todr’dr:’ dy"! 
给 定 在 zxz 一 zxo 时 的 初 值 条 件 : 
荐 一 
0 = Cos 9 se 一 or zz Cl} 


车 微分 方程 是 解析 的 , 则 其 解 在 x+ 二 xo 邻 域 可 展开 成 Taylor 级 


数 
二 [9 

yz) 一 > 二 村 六 {I ~ EE 一 站 [reoyelrereyen 17)， 

t2 ro 


显然 ,其 中 从 大 一 0 至 天 一 # 一 1 的 系数 cx 由 初 值 条 件 直 接 给 出 ,而 
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4 一 = 及 其 后 的 系数 则 由 微分 方程 及 对 之 一 再 求 导 间接 给 出 为 cu， 
C1"" :cn 1 之 图 数 . 如 


9 _ 一 下 《DCcnsclesnestn 1 = PF, 
dy _ [起 9 . _3. 5 一 | 
dzx"t! TT 加 Dro 十 《1 rc 十 一 十 “一 1 DC._s 十 Fo Ben 

二 Fr 人 ron—1) 下 
Fe elit [过 忆 } 
di Be Be "Toa , eB, 


* Flxoycoscys "Ce 1). 
由 此 可 见 ,n 阶 常 微分 方程 的 通 解 中 包含 » 个 任意 常数 ， 
对 于 一 阶 拟 线性 侦 短 分 方程 组 的 初 值 问题 


uO 一 py), | = pi(y)s 
涉及 mr 个 函数 pCy) (i 二 1,…,m). 特别 是 对 区 二 1 ,人 -G00 
涉及 一 个 任意 函数 ply). 
10. 3. 4 微分 方程 与 差分 方程 


还 可 以 采用 另 一 种 看 法 ,就 而 言 , 任 意 函数 ply) 可 看 作 无 
穷 个 常数 的 集合 . 粗略 地 说 ,可 用 差分 来 代 蔡 微分 ， 


Es JI 一 2 
dy yyy Ay . 
> du On 
若 志 xz220) 一 (xz 则 偏 微分 方程 5z 一 Cs)3y 可 变 成 
di 


di BU ui) (f= 0,1,2,.), 


其 中 gu) ~ AG). 由 此 可 见 , 一 个 偏 微 分 方程 ,其 复杂 的 程度 
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就 等 于 ~- 组 无 穷 个 常 微分 方程 ， 

再 用 这 种 看 法 ,可 把 所 有 的 微分 方程 变 成 差分 方程 . 苦 记 
weis) 一 wy， 则 上 述 仿 微 分 方程 G 一 GCz) 避 进一步 还 可 变 成 
A G0) Gj = 01,2,.), 

也 就 是 说 ,一 个 含 二 自 变量 的 偏 微分 方程 就 可 当做 二 重 无 穷 代数 
方程 组 去 解 


10. 4 ” 边 值 问 题解 的 方法 


关于 微分 方程 边 值 问题 解 的 存在 性 和 惟一 性 问题 ,情况 比较 
复习 ,没有 像 初 值 问 题 那样 普遍 的 存在 性 定理 . 因此 这 里 不 作 专 门 
讨论 ,而 将 在 以 后 对 某 些 类 型 方程 的 求解 中 有 所 论述 , 不 过 应 指 
出 , 束 物理 上 的 实际 问题 而 言 ,一 定 有 人 解 ,只 是 所 给 定 边界 值 是 否 
相 容 . 如 果 边 者 条 件 是 相 容 的 和 解析 的 , 则 解 一 定 是 存在 航 、 惟 一 
的 和 解析 的 . 

对 于 具体 求解 方法 ,或 者 是 直接 解 边 值 问 题 ,或 者 是 先 求 通 
解 ,然后 资 足 边界 值 . 

下 面 举 几 个 常 微分 方程 的 例子 . 


dy [入 ) = 
例 1 dz tz 本 区 0， 


y(0) = 1, y(1) = 二: 


_dy 得 电 _ 
令 p(xz) 一 了 :得 守 一 一 2p*; 解 出 


D ”这 里 用 的 是 向 前 浆 分 格式 ,类似 地 有 向 后 亲 分 档 式 ,统称 单 侧 格 式 . 还 有 常用 
的 是 中 心 整 分 格式 ,上 述 微 分 方程 变 成 
TH 一 (了 A Wri—! 
> 
当然 ,对 端点 处 圳 另行 处 理 . 
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E 


dy 1 
dx 2 十 @)” 


再 积分 得 ?> 一方 In(z 十 a) 十 和 由 边界 条 件 定 出 a,5 后 得 到 方程 的 
解 为 


1—e 


yz) 一 1 十 十 In[ 1 十 
注意 , 当 方 程 中 馈 未 知 量 y 时 总 可 以 先 解 降 一 阶 的 方程 ,再 积分 一 
次 苑 得 原 方 程 之 解 . 
例 2 dy yl1, 
y{0) = 0, y(l1)=0. 


由 于 此 线性 微分 方程 的 解 在 两 端点 为 零 , 所 以 可 用 积分 变换 
方法 来 解 . 


||. 


考虑 晴 数 y(r) 的 Fourier 级 数 
yz) 一 esin| | ， 


天 开工 
7 区， 


是, 令 /二 必 引 .mein brnzJde 作用 于 方程 后 


Bb. = ?| ysin 
i Ja 


?| 和 sin(nxz)dz 十 2 y(trT)sin(nnr dz 


一 ?| sin(nnrr}de. 
下 


将 左边 第 一 项 进行 分 部 积分 二 次 ,并 利用 边界 条 件 ,而 右边 可 直接 
积 出 ,上 式 变 为 


(1 一 nn: ) -2 yr)sin(tanr)dr = 2(1 一 cosax) 


nn 


271 一 Cos 
nAnel 一 天 ?cr 


注意 到 cosnrx 一 (一 切 " ,结果 求 得 微分 方程 之 解 为 


#8. 一 
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y(tx) = > 2 — (C1) nnzx) 


全 nr] 一 2222》 


— 4 , 
一 之 COE TF IR Cok 1 1 玉林 sin[ 《24 十 1)rz 
例 3 考虑 二 阶 线性 非 齐 次 常 徽 分 方程 的 边 什 问题 
9 + piz) ge 二 gle)u = Fe), 


ut0) =a, ul)=b; 
可 以 先 求 解 两 个 相关 的 初 值 问题 


衬 
9 二 十 声 Kz) 恩 十 cgKzjm = fe), 


卫 
4 十 plz) + gz)w 一 fr), 


dw| 
Iu) A dz ~ 0, 


| 


于 是 , 原 方 程 的 边 值 癌 题 之 解 可 表达 为 两 初 值 问题 之 解 的 登 加 
一 一 -1 rrp 
xz) = TD ~ wD Dw + (mw(1) 一 Bo(z)]. 


10.5 一 阶 偏 微分 方程 的 一 般 理论 0 


一 个 一 阶 偏 微分 方程 ,其 普遍 理论 与 力学 中 的 Hamilton_ 
Jacobi 理论 外 是 等 价 的 ， 

在 关于 变 分 法 的 一 章 (9.7,1 节 }) 中 曾经 论证 了 Hamilton- 
Jacobi 偏 微分 方程 


中 ”大考 10.6 节 所 引 [1JCourant，Hilbert 的 书 ,Bd， 4 ， Kap, 上 意 和 ， 2 --3. 
加 ”关于 力学 中 的 Hamiltom_Jacobi 理论 可 参考 ， 豆 植 武 , 徐 锡 申 , {理论 竹 理 其 
豆 3, 北 京 大 学 出 版 社 ,北京 ,1998,1.4 节 ,10 一 13 页 ， 
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2 | | _ 
a 十 声 日 Bog 0 
与 Hamilton 正 刚 方程 
dg; QH dp 已 五 


di 局 pi 上 Og; 
之 回 风 等 价 . 
现在 来 论证 一 下 :任何 一 个 一 阶 人 入 役 分 方程 都 可 变 成 
Hamilton-Jacohi 偏 微 分 方程 那样 的 形式 . 
如 果 未 知 卫 孝 二 不 显现 于 微分 方程 中 : 情 如 


， Ou Om 
机 
车 其 中 某 个 导数 ,如 = 人- 可 解 出 . 现在 令 zx。41 二 x, 则 方程 变 为 


Oratt 
Su 十 如 | rm | 一 0 
此 即 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 形式 (注意 到 ,zyzz 分 别 相 
当 于 t,o: rr. 
刀 果 微分 方程 中 显 含 未 知 函数 ,例如 ， 
Oe 


Bu 
下 | 一 


可 引入 xz= 一 zx+i 作 为 附加 目 变 量 , 并 将 解 族 表 示 为 隐 式 


uo TIT) 一 Tie TT 一 人 
现在 若 将 3 一 一 二 2/ 322 -代入 原 方程 , 即 得 到 关于 新 未 知 函 数 y 


的 一 航 导 数 的 微分 方程 ， 
2 _ee 


哩 酬 国 ap [rE] sm. 
Fl x, not? Dr? ’ Dr, Br, = 0， 


其 中 不 再 显 含 8 晴 数 本 身 . 于 是 ,又 可 按 上 述 办 法 将 之 化 为 
Hamilton-Jacobi 方程 的 形式 . 
应 指出 ,一 个 二 阶 或 高 阶 偏 微分 方程 ,无 如 上 之 普遍 理论 . 


267 


[1] 


[2] 


[3j 


[41 


[5] 


{£61] 


[7] 


[8] 


[9] 


[10] 


[111 
[L121 


10.6 微分 方程 参考 书 


下 面 列 出 关于 微分 方程 的 一 些 傅 考 书 . 

R. Courant, D. Hilbert, Merhoden der Mathematisch Physik, Bd. I ， 
Springer，Berlin，1924. [中 译本 ,R 柯 朗 ,DD. 希 尔 伯 特 * 数 理 物理 方 
法 ), 卷 工 , 熊 振 翔 . 杨 易 展 译 ,科学 出 版 社 , 北 京 ,1977. ] 

Bieberbach, Theorie der Gewohnlichen Differentialgleichungen, 
Berln, 1953. 

A. Sommerfeld, Partial Dr fferential Equations tn Physics, Acadcmic 
Press, New York, 1949. 

H. Bateman, Partiel Differentia! Equations of Mathematiced Physics, 
Cambridge, New York, 1944. 

A. R. Forsyth, A Treatise on Dj/ferential Equations, Cambridge, New 
York, 1914. 

A. R. Forsyth, Theory of Diffential Equations. Vols 1-W, 
Cambridge, New York, 1906. 

Port 1, Vol. I, Eract Equations and Pfaff's Problem C1890). 

Part 1 , Vols. ,EE, Ordinary Eqguafions, Nort Linear (1899). 

Part 下 , Vol. N, Ordinary Lineaer Karveations C1902). 

Part NN, Vols, V ,Wi, Partial Dhfferentiol Equations (C1906), 

E. L. Ince, Ordinary Dijfferemtiad! Equations, Longmans, New York, 
1927. 这 是 英文 书 中 较 好 的 . 

FE. Goursat, Cours dAnalyse, Paria, 1 C1910), C1911), EF C1915). 
E. T. Whittaker, G. N. Watson, A Course of Modern Analysis: 
Cambridge, 4th ed, , 1927, 

还 可 盘 考 以 下 书籍. 

斑竹 溪 . 郭 就 仁 必 特殊 函数 概论 }, 北 京 天 学 出 版 社 ,北京 ,2000. (此 系 
新 版 .初版 由 科学 出 版 社 于 1965 年 出 版 . } 

郭 敦 仁 ,f 数 学 物理 方法 $, 人民 教育 出 版 社 ,北京 ,1965. 

D. Zwillinger, Handbook of Dfferential Equafionss Academic, 
Poston, 1989. 
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第 11 章 二 阶 线 性 偏 微分 方程 
11.1 分 类 和 举例 


本 章 将 专门 论述 二 阶 线 性 偏 微 分 方程 ， 
对 于 两 个 自 二 z,y 的 情况 ,其 一 般 形式 为 
Ou 二 区 党 十 D 冯 十 已 绎 十 Fu 一 0， 
其 中 系数 44,8,C,D,E,F 都 仅 是 x,y 的 函数 ,不 再 包含 ze 若 A， 
B,C 中 包含 :由 方程 是 拟 线 性 的 . 同时 注意 到 ,对 于 线性 方程 ,x 
的 一 阶 和 二 阶 导数 都 必需 是 线性 的 ,否则 就 成 为 非 线 性 方程 
根据 判别 式 AC 一 B? 的 符号 ,可 将 上 述 二 阶 线性 偏 微分 方程 
划分 为 下 列 三 种 类 型 ， 
棋 圆 型 方程 AC 一 B:>>0， 
双 曲 型 方程 : AC 一 B:<<0， 
抛物 型 方程 ,， AC 一 B: 一 0. 
对 于 含 2 个 自 变量 x ,… ,zx 的 情况 ,一 般 形式 为 


dw "Ot 
2 Br Dz, 十 2 Bx 二 ca 0，, 
其 中 系数 a 一 ai ,Bc 等 都 仅 是 xz，… ,zx 的 函数 .对 此 柯 按 以 下 
方式 进行 分 类 . 

在 zx 的 定义 域 上 每 一 点 ,由 系数 矩阵 {a, } 构 成 的 二 次 型 和 = 
ov8e 经 主轴 变换 后 可 化 为 Q= ii 作 ,其 中 1 和 为 矩阵 {ay] 
的 本 征 值 . 二 是 可 根据 本 征 值 组 {4) 来 对 上 述 偏 微分 方程 进行 分 
类 . 
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1. 若 {} 均 不 为 零 且 同 号 ( 同 为 正 或 同 为 负 ), 则 方程 为 椭 图 
型 的 . 

2. 若 {} 均 不 为 零 , 且 有 一 个 与 其 余 为 异 号 , 则 方程 为 又 曲 型 
的 . 

3. 若 {A)} 中 有 任何 一 个 为 零 , 则 方程 为 抛物 型 的 . 

应 该 指出 ,二 阶 偏 微 分 方程 的 类 型 完全 由 其 二 阶 导 数 的 系数 
矩阵 ta 所 确定 ,因而 上 述 分 类 方式 对 下 列 形 式 的 方程 : 


DT xz 5 十 了 NE = 0， 

尔 适 用 . 

下 面 举 出 这 三 种 类 型 偏 微 分 方程 的 典型 例子 ,并 和 钼 述 其 物理 
会 闵 ， 

(1) 势 方 程 

辅 加 型 方程 的 典型 例子 是 Laplace 方程 ， 

2 Ou dn B= 
Vi a ta 0 AC-B=1>0. 


这 类 型 方程 属于 势 论 的 范畴 , 亦 常 称 之 为 势 方程 . 由 于 空间 中 一 点 
的 势 总 是 某 值 面 不 改变 ,所 以 , 势 是 属于 平 了 衡 现象. 因此 ,椭圆 型 微 
分 方程 在 物理 上 捷 述 一 种 平衡 现象 . 
(2) 波动 方程 
汉典 型 方程 的 典型 例子 是 波动 方程 ， 
Su Fu Pu 1 Fu 
dr: dy dr Cc A 
其 中 特例 是 
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这 类 型 方程 在 物理 上 描述 扰动 的 传播 过 程 ,例如 电磁 波 、 声 
波 .流体 力学 波 等 的 传播 过 程 , 属 于 不 平衡 现象 .因此 , 双 曲 型 方程 
在 物理 上 措 述 不 平衡 现象 . 

(3) 扩散 方程 

抛物 型 方程 的 典型 例子 是 热传导 方程 (或 扩散 方程 }: 


du du 
A 0 


由 于 及 一 k,B 一 0,C 一 0, 有 AC 一 B: 一 0; 这 里 4 代表 温度 (热传导 ) 
或 浓度 (扩散 ). 
对 于 热传导 现象 ,wx 代表 温度 ,起 先 有 温度 差 ,后 来 经 传导 作 
用 而 渐 趋 消灭 .对 于 扩散 现象 ,xz 代表 落 度 ,起 先 有 浓度 将 ,后 来 经 
扩散 作用 而 产 趋 消灭 . 因此 ,抛物 型 微分 方程 在 物理 上 描述 趋向 平 
衡 的 现象 . 
应 该 指出 , 当 微 分 方程 内 有 虚数 = 二 ~ 一 1) 时 ,不 能 用 上 面 的 
物理 解释 . 俩 如 ， 
oy 
dr 
属于 抛物 型 ,然而 , 它 在 物理 上 所 描述 的 却 是 波动 这 样 一 种 不 平衡 
现象 . 


一 1 


11.2 揽 物 型 微分 方程 的 解 


11. 2. 1 热传导 方程 的 物理 推导 


当 仅 考虑 热传导 现象 时 ,有 Fourier 定律 
=— wwVT, 
其 中 了 是 热流 (单位 时 间 内 通过 温度 梯度 方向 单位 面积 所 传递 的 
这 十 Ve J -一 0, 
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其 中 * 是 单位 体积 的 能 基 . 若 * 一 cT ,其 中 < 是 物体 单位 体积 的 热 
容 , 则 容易 求 得 


cv 一 < 有 一 0 


这 就 是 热传导 方程 . 或 者 , 令 & 一 一 忆 一 工 , 故 有 
RYViw— 一 0. 
对 于 纯 扩 散 过 程 ,可 类 似 地 进行 推导 ,注意 到 扩散 是 物质 输 运 
过 程 ,物质 流 与 质量 密度 p( 或 浓度 c) 之 梯度 成 正比 (Fick 定律 )， 
以 及 还 有 连续 性 方程 ;结果 得 到 与 上 述 完 全 相同 的 方程 . 不 过 此 时 
有 ww 一 或 c 和 大 一 五 ,后 者 为 扩散 系数 . 


11.2.2 热传导 方程 的 一 般 解 法 
当下 一 ceonst 时 ,可 令 r 一 下 , 刚 


对 于 这 类 常 系数 线性 偏 微分 方程 ,都 有 和 解 ,可 采用 委 加 法 来 求解 ; 
即 ,如 果 za su 均 为 其 特 解 . 则 Dea 亦 为 其 解 . 但 应 指出 ， 
要 有 无 穷 个 特 解 才能 代替 一 个 任意 函数 . 

Fourier 为 了 解决 此 问题 ,发 明了 Fourier 级 数 , 以 及 Fourier 
积分 . 

为 了 求解 热传导 (或 扩散 ) 方 程 ,需要 给 出 初始 条 件 { 初 始 温 度 
或 浓度 的 分 布 }, 以 及 给 出 边界 条 和 件 5 用 以 规定 ,例如 ,物质 能 和 理 穿 
越 边 界 》. 


现在 来 求解 
Ga au _ 
Ar: Br | 9， 
给 定 初 值 和 边 值 分 别 为 
u(rT0) = f(r), 一 oo 二 工 二 十 oo， 


2 十 co Try 一 申 ， rT > OO. 
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根据 Fourier 积分 定理 ( 见 8.4.2 节 ) 将 F(tr) 用 积分 表示 .由 
f(x) = 让 |_ Fe-mdo, 


Fw) 一 三 CEJeixede， 
得 到 
f(z) 一 去 | do| Aspe ede. 
注意 到 , 若 “= Ae"**" 是 和 一 党 一 0 的 解 , 则 要 求 5 一 02; 因 


此 ,erece-a-” "是 方程 的 一 个 解 ,其 中 we 为 任意 常数 . 
由 此 可 见 ,无 穷 个 特 解 e-”c -25- 光 的 倒 加 亦 为 其 解 . 因而 , 当 = 
>0 时 ,满足 初 条 件 的 解 是 


xz) 一 去 | do flEe Hrdé 


= /eds 人 去 全 so| 


人 1 ee 
=- feeael A ; 


这 里 应 用 了 下 列 数学 公式 ( 见 8. 4. 6 节 之 例 二 ) 


| etisqr 一 Ver 
同时 注意 到 , 当 z 一 十 cc 时 有 zf 十 coszr) 一 0 以 下 当 rT—-0 Ht,1 } 
内 孙 数 匠 于 {x 一 而 有 w(tz0) 一 了 C(x). 所 以 ;前述 结果 的 确 是 
所 菏 扩 散 方 程 之 解 . 男 外 , 若 初 条 件 为 r= 二 ro (ht 二 8t0) 时 w(x,T0) 一 
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fr) 则 前 式 中 的 = 应 换 成 rz 一 mo, 或 者 , 令 


U(x — tf— it) = 1 
VAnket 一 加 
则 扩散 方程 的 解 可 写成 
于 所 一 全 FEY dE es 
和 Ad 人 一 to) 


_ [| FEYdE (rz 一 有 — to), 


推广 到 一 维 空间 , 书 散 方 程 形 式 是 


Bu ,, Es dg pz 
BV uk Bart yt Be 


初 条 和 件 为 , 当 t=to 时 有 zw 一 /f(xyy;2); 其 解 是 
ur | | fedednde [tn 一 吉本 


Ey2 一 一 
“exp| 一 ( 工 一 二) 下 2 十 《z = 


这 是 从 长 时 间 看 ,为 扩散 看 法 ;或 者 写成 


ulT yt) Oo cs| | {dedede, 


-| [上 | f(€,0, Cdédndt 

X exp{— i (zo ££) Co iw(y 一 及) 

一 lt 一 十) 一 wgk(t — to)}, 
其 中 好 = 十 上 十 ,这 是 从 短 时 间 看 ,为 波动 看 法 . 
11.2.3 具体 例子 


C1) 单位 热源 的 时 空 热 量 分布 
设 在 1 二 ts 时 在 z=xo 处 给 定 一 单位 热源 . 观察 其 在 :一 : 时 热 
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下 


基 分 布 的 情形 . 也 就 是 说 ,给 定 初 值 为 


fxr) | i i 
Pr 二 一 
[i i 


| 


E73 
{Cr Xo ot 
于 基 ,在 i 二 + 时 有 
w(x,t) = | FE Cx — Et — 40) 
如 0 十 志 
一 ， 20d6TCz — ¢,t— 1,) 
-一 Cr -一 Tost -一 10) 
(TC 一 (TO ro) 
J pl- 一 ， 
4nR{t 一 0 人 to) 
这 里 记 用 了 中 值 定理 . 


在 任何 时 候 ,热量 均 按 Gauss 分 布 着 生 
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总 热量 一 | Udz 


1 1 (ZT 一 ro) 
大 | . Ar il Akt 一 ja 一 上 
与 单位 热源 扩散 传播 相 奖 似 之 问题 ,如 分 子 的 扩散 ,可 用 实验 
验证 此 结果 . 例如 ,在 水 中 用 两 块 玻 现 板 隔 出 一 薄 层 ,在 此 薄 层 中 
注入 墨 半 ;然后 迅速 抽 去 玻璃 板 ,观察 墨 和 着 扩散 的 情况 . 


(人 、 ] 


(2) Brown 运动 
Brown 运动 ( 指 花 粉 或 腔 粒 在 水 中 的 随机 运动 ) 满 足 扩 获 方 
程 , 一 个 微粒 在 时 刻 上 处 于 z 点 的 概率 为 
1 e- 疯 ， 
~ Ankt 


U(x tdr = 1. 


一 oo 


U(xty = 


奉令 z 一 z 一 am 一 Azott 一 0 一 Atya= 71: 则 有 
| Tdx 加 
(Ax) 一 二 -| ziU dz 
Cdxz TT 
一 上 一 中 _ 得 d | — qr 
YN Te dx 一 Tt | 访 | | 。 dz 
ialf_dijixz_l1_ 
| TT | da 所 2 = 2kt 
实际 上 ,Brown 粒子 是 在 三 维 空间 运动 ,满足 三 维 扩 散 方 程 
一 天 WV 2m, 
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其 解 为 
-2 


— ] -所 
Htrf) “人 (Ankt J dt ， 


其 中 天 一 衬 十 妇 十 z2 , 故 
r= dn rurtdr 
二 4r| 全 | ed 
-可 人 (—&) ear 


-人 


3 
一 世 一 6 好 


这 是 Einstein 关于 Brown 运动 的 理论 结果 . 
11. 2. 4 边界 条 件 与 Green 函数 


前 面 在 求解 热传导 方程 (或 扩散 方程 ) 
Ou ea Ou 2 
一 外 Ee 或 Ea Vm 


时 ,给 出 的 韦 值 乏 件 是 :一 0 时 zz 一 zx), 边 值 条 件 是 一 士 co 时 对 
一 切 上 >0 有 一 03: 求 得 的 解 是 


zt = | FE dU Cr 一 人 的 ， 


1 ei 
47kr 


U0- ee go 
XT)]_ 
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f(z) 一 ar| da 了 (EJe-iec-bdE 


这 个 解 称 为 主 解 (基本 解 ) ,相当 于 没有 物理 边界 的 情况 ， 

根据 物理 现象 所 给 出 的 实际 边界 条 伴 总 是 相 容 的 , 瑟 热 传导 
现象 而 言 ,具体 的 边 值 条 件 可 有 下 询 三 种 类 型 ， 

a) 等 温 边 界 , 例 如 ,在 x=0 和 < 一 ce 处 温度 不 变 , 比 如 可 取 
为 x 二 0. 
b) 绝热 边界 ,在 边界 上 没有 热量 流动 ,比如 可 取 人 一 0. 

c) 向 外 传 热 的 边界 , 设 边界 外 温度 为 零 ,由 边界 表面 向 外 辐 
射出 的 热流 为 

一 ghu, 
Bu ， 
注意 到 /一 一 < 颖 , 即 有 边界 条 件 
2 十 fw 二 0， 


这 里 x 称 为 表面 传 热 系数 . 
下 面 再 对 前 二 种 边界 条 件 之 解 阐述 如 下 、 
(a) 等 过 边界 
初 秆 x= 二 (zt 二 0,0 之 Xx<o0， 
边 慎 ww 一 0,z 一 0 和 工 =0o0,0<2. 
对 于 一 0, 一 ce<z<0, 扩 展 站 zx) 使 满足 ( 见 下 页 图 》 
f(x) 一 一 f(— x), 
于 是 ,新 的 初 值 和 边 值 变 为 
初 值 w= 一 fr),1t= 二 0; 一 Of 之 十 o0; 
边 值 2#=0:(z 一 0 和)z 一 士 co0<t， 
这 就 与 前 面 求解 时 的 条 件 一 致 . 
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因此 ,其 解 为 
url) = | FdEU Cx — Et) 


一 | faer cr — ,1) + | FSYdEU Cx — &,2), 
在 后 一 积分 中 作 变 量变 换 上 > 一 上 ,并 且 注 意 到 fC 一 2 一 一 了 (6&)， 
即 有 
| FEYdEU Cr 一 有 一 一 [ fC— EdéU Cx + &,2) 


一 一 [GLE 十 有 人， 
所 以 ,最 后 得 到 
w(x,t) = 人 FeedsEvcz Et) — UCz + €,2)1 


= | FeedsGscz,ea， 
ao 


Gr = Ur é2 — Ur ,1), 

其 中 Gutz,f;2) 称 为 此 边界 条 件 下 的 Green 函数 . 

《b) 绝热 功 界 

初 值 上 0 时 ,xz 天 rz)0<zr<co， 

过 值 3 一 0 【 开 一 站 7) 下 一 站 《一 co ， 

对 于 :一 0, 将 f(x) 扩展 使 ( 见 下 页 图 》 

fr) = fx), rt, 

这 就 与 前 面 求解 时 的 条 件 一 致 ， 
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on 一 口 om 
因此 ,容易 求 得 其 解 为 
urt) ~ | fedeGr ,£30), 
[由 


人 CE 十 CT 十 二 
对 于 有 限 长 度 的 边界 ,例如 ,在 0<z<< 内 置 一 单位 热源 的 情 
况 , 常 采用 和 镜 司 法 ;如 下 图 所 示 . 


因此 ,容易 求 得 ， 


[mm 


Gr Et = Do Ur én Ut) — U(r eon 27;t)]. 


下 二 一 上 


11.2.5 地 层 的 热传导 问题 


设 地 面 (x 二 0) 温 度 随时 间 :的 平均 变化 为 x00,2) 二 了 A(t), 求 
地 层 中 温度 的 平均 变 北 x(x;,t}) ,其 中 zz 为 高 地 面 的 深度 . 
热传导 方程 是 


Su Ba 
局 并 a ’ 
常量 为 地 层 的 平均 扩散 传 热 率 . 


可 以 想像 到 地 下 极 深 处 (z= co) 的 温度 不 会 殖 地 面 温度 而 变 
化 ,换言之 ,zfee:ti= 一 cvec 为 常量 ,为 方便 起 见 , 可 令 c 二 0. 
因此 ,边界 条 件 是 ,对 于 0<t< 工 ， 
ut0,D) = fC 和 aoot = 0; 
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这 里 了 可 以 是 一 年 或 一 日 ,也 可 以 是 其 他 感 兴趣 的 时 间 周 期 . 
这 个 问题 可 采用 Fourier 级 数 来 解 ,与 前 面 用 Fourier 积分 进 


行 求解 有 所 不 同 . 
将 Fi 展 成 Fourier 级 数 为 
GD) = >) oem, 
若 假 定 所 求 之 解 可 写成 


zt 一 DD Crus lr et, 


mr 


则 有 


一 之 cotks{ 工 ) ee， 
u da CCT) 
一 一 > cn re AT 


由 热传导 方程 一 他 要 求 en/ 各 项 之 系数 应 满足 二 阶 常生 
分 方程 


其 中 到 一 252 ,或 者 


jx 一 /| . 
pa 一 RT ~ 2in = ET (] 十 1， 


当 n>0 时 取 “ 十 ”号 ,n<0 时 取 “ 一 ”号 . 
上 述 常 微分 方程 之 解 为 
i CT) 一 ep Be fT, 
其 中 系数 4. 和 B, 由 边界 条 件 确 定 ， 
站 一 co 时 一 0=>z 一 0 一 4 一 0， 


X= = flr, 一 1 一旦 = 1. 
因此 , 令 一 瑟 天, 则 
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Hn (CT) 一 exp 一 Sol + Dr}, 
un(t) 一 exp{— gtl — i)z}. 
注意 到 cy 一 c-。c 二 Cr; 着 令 
cn = ee， 


则 有 < ,= lcsje "于 是 ,最 后 求 得 
u(x,t) 一 = Cea CH eT 


= co 十 > [erae —gn (ltnre mami 


Ci 已 一 mm 【一 iirp 一 并 


|e, |e Ce { zm + en 十 ef 2 床上 + 和 一 oz] ] 


一 co 十 ,3 | cue 一 sexeos 2 大 十 加 一 9 


因为 q 一 A/ 亚 引 >>0, 所 以 ,这 是 阻尼 谐振 解 . 

若 令 gh 一 2z, 则 每 当 之 增 地 时 ,该 项 的 振幅 三 小 至 原来 的 

e “a2X10™, 

对 平均 土壤 来 说 ,k=2X107? ms s ,如 果 选 到 T=1 和) 一 
3. 15X3107 sz 一 1 mm 则 有 ozrxs0， 71s 才 一 ,以 及 ear ~ , 所以， 
在 一 米 深 处 就 减 小 到 源 来 的 一 半 . 

同时 ,在 = 一 4m 处 有 gx2=x, 与 表面 为 异 相 , 即 相位 滞后 半 
个 周期 . 所 以 ,当地 面 是 夏天 时 ,地 下 该 处 是 冬天 ;而 当地 面 是 冬天 
时 ,地 下 该 处 是 夏天 . 并 且 , 在 地 下 4m 处 的 振幅 已 减 小 到 原来 的 
1 
16' 

另 一 方面 ,如 果 选 取 了 一 1 d( 日 ), 则 9g, 变 大 /365<*19 信和 , 结 
果 使 地 面 上 的 温度 变化 更 不 容易 传 到 地 下 去 . 
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11.3 又 曲 型 及 椭圆 型 微分 方程 的 解 


11. 3. 1 外 | 言 


cD'Alembert 方程 
王 列 二 人 
3 十 江上 + + 人 一 辣 
称 为 D'Alembert 方程 . 若 引 用 三 维 空间 的 Laplace 符 V:{ 有 时 写 
成 A) 或 四 维 时 空 的 DAlembert 符 [ (有 了 时 仅 写 成 []) ,上述 方程 
还 可 写成 


3 一 一 Cs £1), 


1 他 a Ea 

Vn -zB ——f, Vi ar +t ay + Bi? 
oO 
Dw =—f， 呈 =v 一 坟 部 : 


很 显然 ,由 上 述 方 程 的 系数 矩阵 所 构成 的 二 次 型 Q= 
a5;= A , 即 
QQ 一 名 十 如 十 名 一 广 名 ， 


其 中 宙 二 为 一 义 一 1, 入 一 一 十 均 不 为 零 , 且 有 入 与 其 余 为 异 号 ,所 


以 ,微分 方程 属于 双 曲 型 ( 见 11. 1 节 ). 这 是 非 齐 次 波动 方程 . 

(2) 椭 圈 型 可 看 作 双 曲 型 的 特例 

按 物 理 的 观点 ,一 切 榴 图 型 微分 方程 均 可 看 作 是 双 曲 型 微分 
方程 的 特例 ， 


例如 ,D'Alembert 方程 中 , 当 汪 一 0 时 或 当 对 z 为 周期 函数 
时 ,都 将 化 为 权时 型 方程, 现在 予以 阐述 如 下 . 
Ci) 当红 一 0 时 ,D'Alembert 方程 变 成 Poisson 方程 ; 
Vix =— fi; 
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很 显然 ,这 是 椭圆 型 微分 方程 . 

对 于洋 一 0 可 有 两 种 情形 : 静态 情形 和 定 态 情形 

例如 ,静止 电荷 所 产生 的 电场 可 由 电势 描述 ,这 是 静电 现 但 ， 
义 如 ,恒定 电流 所 产生 的 磁场 可 由 磁 舌 势 描 述 ,这 是 静 磁 现 但 .前 
者 属于 静态 情形 ,而 后 者 属于 定 态 情形 ;因为 后 一 情形 下 ,虽然 电 
流 不 变 ,但 是 存在 电荷 的 恒定 流动 . 

静电 势 人 ze) 的 Peisson 方程 是 

VP=C— ip, 

其 中 PCzyyz) 是 已 知 的 电荷 密度 ,e 是 介质 的 电容 率 . 注 意 到 静电 
场 强度 E(tx,Yy:z2) 由 EE= 一 999 确 定 ， 

静 磁 现象 中 的 磁 矢 势 4cx,y,z) 所 应 洪 足 的 方程 (矢量 式 
Poisson 方程 ) 是 

ViA =— Ai, 

还 应 指出 ,在 区 域内 无 源 的 情况 下 ,Poisson 方程 化 为 

Laplace 方程 
Fe Pu Fu 
Vu=artayrtai™0. 
(ii》 对 于 周期 情形 ， 
uw CC e+ SE 一 十 iaw， SE 一 一 ww, 
于 是 ,DAlembert 方程 化 为 于 elmholtz 方程 
Vinm + kin =— f, 

其 中 一 记 , 很 显然 ,这 是 椭圆 型 微分 方程. 

就 物理 学 和 而 言 , 椭 回 型 很 少 是 四 维 时 空 的 ,也 就 是 说 ,不 涉及 
了 时间 的 变化 . 因此, 按 物理 的 观点 ,椭圆 型 可 看 作 双 曲 型 移 特 和 侧 |. 

下 面 要 对 D'Alembert 方程 进行 求解 . 首先 将 给 出 Kirchbhoff 
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公式 ,并 讨论 一 些 特殊 情形 . 接着 将 给 出 该 公式 的 证 明 , 最 后 将 采 
用 分 离 变 量 法 及 登 加 原理 对 波动 方程 进行 求解 . 


11.3.2 DAlembert 方程 的 Kirchhoff 公式 了 了 


现在 要 求解 D'Alembert 方程 
Ll = 2 十 六 十 过 一 广 
其 中 一 utryy2t) 一 try it). 
这 一 类 问题 和 多半 是 电学 上 的 ,例如 ,和 了 描述 电荷 (或 电流 ?分 
布 ,z 代表 电势 (或 磁 拓 势 ). 
首先 给 出 D?Alembert 方程 的 Kirchhoff 公式 : 


Ga 
全 2 站 2 一 一 上 了， 


一 了 
“a dnly r dr 


让 |s[ 训 (二 一 二 [ 吴 ] 一 术 吕 [党 ]}ae， 
其 中 r 蚌 由 绽 定 点 (xi;yY1,x1) 至 区 域 V 
内 一 点 P; Cx;y'z) 之 间 的 距离 ,r: 一 (zr 一 zz )? 
十 ty 一 十 (2 一 请 或 二 一 ;dr 一 
dxdydz 是 区 域 V 内 P 点 处 的 体积 元 ,da 是 下 
的 外 边界 上 上 菜 点 的 面 元 : 匡 指 沿 该 面 元 外 
法 线 方向 求 导 ! 面 [ 4 表示 取 括 号 内 函数 的 推 
迟 信 ,例如 ， 


LACz ys Tt) | 一 i 人 | 。 


应 该 指出 , 仅 当 Q 点 在 VY 内 时 才 有 wo 一 w(xiyY1%1;1) 不 为 零 ,而 
当 外 点 在 了 外 时 则 有 wg==0. 
Kirchhoff 会 式 本 身 是 个 恒等式 .具体 形式 则 取决 于 和 边界 条 件 


D ”可 急 考 束 钥 武 . 徐 锡 申 : 《理论 物理 苦 向} 第 二 章 习 题 2. 12,2. 26,2. 27. 
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和 波源 的 博识 .下 面 讨 论 物 理 上 常 磁 到 的 两 类 情况 ， 

(1) 无 界 情形 

当 源 的 分 布 在 有 限 区 域 以 内 时 ,可 将 边界 王 取 在 无 穷 远 处 ， 
显然 边界 条 件 应 取 为 在 上 的 [a],| 闫 |,| 2 | 都 等 于 零 , 因 为 离 
源太 远 外 不 受潮 的 影响 ,于 是 得 到 


Vip— 1 op 区 
的 解 是 推迟 势 


TTL YE) 一 anel, dr, 
其 中 -一 [(z 一 3 十 (y—y) T(z) 1 dz 一 drdydz、 
另 一 方 而 ,对 于 静电 现象 ,Poisson 方程 


wzp 一 也 


乓 


的 解 是 静电 势 
PT y1y21) 一 二 ACAR LED 


dre lv r 
《2) 无 源 情形 
对 于 无 源 情 形 ,f=0, 波 动 方 程 


的 Kirchhoff 公式 为 


i 
> 


_ 1 3 
a 4 .{[ 四 录 


这 就 是 Huygens 原理 的 数学 表述 . 
对 于 周期 情形 ,可 令 


3] -ju 
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Ta 


WT yt) 一 三 fy 旬 


将 弓 一 iw, 波 动 方程 变 为 Helmholtz 方程 ， 


1 dln 2 
Vi 0~V 站 十 六 六 二 0， 
其 中 4 一 一 . 因此 ,只 要 在 Kirchhoff 公式 中 帮 下 列 变换 
多 一 一 iu ， [Le 一] -ee 

就 立即 得 到 Helmholtz 公式 

__1 aifl|l eo4 ike™ Or 

Ma Ar]s (4e* 训 | 二 | 一 字 入 十 A 闲 jdo 
ee oA 


这 是 关于 Helmholtz 方程 之 解 的 一 种 特殊 推导 . 

另 一 方面 ， 对 于 静态 情形 ,可 令 己 一 0 波动 方程 变 为 Laplace 
方程 : 六 和 一 0. 只 要 令 四 一 0， po, 就 可 由 Kirchhoff 公式 或 
Helmholtz 公式 立即 得 到 Laplace 方程 之 解 

1[(fl ll 

aT xjslr Bn Onlr 

Laplace 方程 之 解 称 为 球 谐 国 数 , 亦 称 调和 函数 . 由 于 ”是 环绕 所 
点 之 球面 上 平均 w 值 , 故 wa 不 能 是 最 大 值 或 最 小 值 . 


11.3.3 Kirchhoff 公式 的 证 明 


对 于 线性 微分 方程 ,相通 过 引进 伴 克 微分 方程 和 利用 矿区 
Green 定理 来 求解 . 下 面 用 此 方法 来 给 出 Kircehhoff 公式 的 证 明 . 

(1) 伴随 微分 方程 

对 于 线性 ( 常 或 偏 ) 徽 分 方程 ,下 用 线性 微分 算 符 工 (，) 表 述 


lan 


为 
L(u) 一 0. 
例如 ,二 阶 候 微 分 算 符 
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5 = AB + 2 go, + Co 5+DD 训 十 上 总 二 局 
TOY 


大 有 另 一 绥 性 微分 算 符 MC(，) 能 使 

wvLin) 一 uMtvw) 一 完全 散 度 ， 
则 MC* ) 称 为 L(，) 的 伴随 微分 算 符 ,而 Mo)=0 称 为 二 (zz 一 0 
的 伴随 微分 方程 . 


现 举例 具 恒 说 明 如 下 . 
; _du 
1) 给 (wu) 二 了: 求 M(t. 
名 了 人) -至 - wu) 一 “和 到， 


vL(w) 十 w 和 一生 (vu) 一 完全 散 度 ; 


Mo) = 一 至、 
或 者 说 ,全 的 伴随 算 符 是 一 全. 
ii) 给 区 Ce) 一 YY2z 求 A 
因为 (wD) 一 Vu 一 [ 总 2 十 总 ;十 关 ?ju, 而 
Ba Ov Ou 


ke 


Br 冯 | 2]- Bx az 
2) 


容易 求 得 
中 均一 一 一 
这 是 Green 定理 的 微分 形式 . 由 此 可 见 ， 
ao = Viv, 
即 有 好 一 工 , 工 称 为 自 伴 微分 算 符 . 
WE 


也 Ca 一 a 


Ee + 了 D 妨 +E 寻 二 Fw， 
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因为 
Su 9 Gul Gu 9 
04 红 一 部 (|?4 侨 | 一 总 六 (04) 
EE Bu E Ea 
一 名 [v4 Dr 一 下 鱼 (wA)| 十 # Fitv), 
ou al pael al 3 > 
"P37ray™ 名 [v8 | ~ Bayl* ER Tusray ve) 
af ,Bu a/ a pe 
ce _ 9 已 ,。 
vD 37 一 37 CvDu) 一 村 SuD), ， 
所 以 有 
vuLta)} — uMivw) Oo— | [za 3 一 天 也 Coa4)| 


十 [28 3 — a .08)) + vDu) 
9 ox 9 
+ {le By 2 
十 [v8 纪 一 下 总 (vB)] 十 oz| : 
Mtv) 一 (vA) 十 2 B57 (28) 十 F700) 


一天 CD) 一 部 (vBE) 十 (wp). 
由 此 可 见 , 求 出 微分 算 符 之 伴随 算 符 的 简捷 方法 是 ; 将 工 中 
每 一 项 的 次 序 跨 倒 之 ,再 将 如 等 变 为 | -之 | 等 即 得 M. 如 


E31 EE 


Dl 亲 | 


男 一 方面 ,对 于 常 系数 线性 微分 方程 , 旦 仅 合 偶 阶 导数 项 时 ， 
显然 有 好 一 工 ( 自 伴 算 符 ) , 称 为 自 伴 线性 微分 方程 . 
《2)》 广 尽 Green 定理 
前 面 已 经 给 出 Green 定理 的 微分 形式 
下 时 一 
容易 得 出 Green 定理 的 积分 形式 为 


| Vv wv Win}dr CO om | .ee Vou— uv Vu} * Rdo, 
其 中 dr 一 dxdydz 是 体积 VV 中 的 体 元 ,dv 是 包 团 站 的 边界 面积 三 
上 的 面 元 ,而 n 是 此 夯 元 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 . 
对 于 一 般 线 性 微分 算 符 LC，), 可 类 似 地 给 出 广 疼 Green 定 


理 , 其 微分 形式 和 积分 形式 可 分 别 表 达 为 
UE) — 2) = divP(la,v), 


| {vwL(u) — uM Ydr = | Plusy) + ndo; 
YY 亚 


这 里 div 表示 广义 散 度 ， 

(3) Kirehhoff 公式 的 具体 证 明 册 

为 了 证 明 Kirchhoff 公式 ， 可 今 
rt | = [utr,t)], 
其 中 了 一 |r 一 ri|. 首先 来 求 Vv， 


Wo val rs 一 二 | ~ Vautr,t) | 
-ep 天 -ca- wo 名] 


可 见 ,[ ] 前 的 算 符 Y, 移 至 [ ] 内 时 要 换 成 | 9 一 (下) 他) . 现在 来 
求 YViv 二 VY， Vw， 


TCF] 一 a 


DD H. Bateman, Partial Differremtiat Equations of Mathematical Physics, 
Cambridge, New York, 1944, p. 184. 
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如 和 一 有 [1v- CVr) | 
一 V- [w+ (VD Sj 一 2097) 号 
-=[[v- Con) 各]: [9+ (v7 SB)4] 
-29: |v 党 |. 
注意 到 邓 一 三 ，(W) 。( 字 ) 一 1 ,以 及 
vvP 沼 | 一 [vn 三 .ve = v5) 到 
因而 


最 后 一 步 应 用 了 波动 方程 ,以 及 一 on). 一 生地 
因为 Y 是 自 伴 算 符 ,Green 定理 给 出 
E000) -J vo ) me 

利用 上 述 v,Vo, Vw 各 式 ,并 注意 到 | 士 | 0, 上 式 可 化 为 


Far 本 ~ 二 [va 


w 六 


一 | 全 2 | 二 上 vr| 。 开 da = 0. 
应 注意 ,所 取 积 分 区 域 V 要 将 点 挖 去 . 为 此 将 三 变 为 王 十 互 , 马 
只 包括 rl 在 内 ; 取 为 一 小 球 ,n1(= 二 一 nn) 由 F] 指向 V. 对 于 这 | 面 上 
的 积分 ,由 于 de 一 4r77, 二】 .ma 一 点 ; 当 产 *0 时,{) 中 第 一 项 的 
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积分 为 4xmCr1,t) ,其 余 积分 为 零 . 所 以 ,上 式 的 最 后 结果 可 写成 
Lf LGD, 


drjv |r—nl 


utri 二 


1 1 . 
一 让 | Lalr ,tj VT rl 


(28 vr ) * Rdo. 


这 就 是 所 要 证 明 的 Kirchhoff 公式 . 


下 


一 pe A 


这 是 一 个 定理 , 它 将 D'Alembert 方程 
Cpe =— f 

的 解 用 推迟 的 慎 积 分 和 面积 分 表达 . 区 域 V 内 和 任 一 点 之 势 

umf) ,决定 于 V 内 诸 点 r 处 体 源 推迟 和 值 [fCr,t)] 这 及 外 边界 三 


上 诸 点 ~ 处 之 推迟 值 [er,2],| 是 wdre) ] ,| 工 芋 |, 即 [ j 内 各 量 
在 :一 三 时 刻 之 值 ,其 中 一 lr 一 ml. 

就 数学 而 言 ,也 可 将 方程 的 解 用 超前 的 体积 分 和 而 积分 表达 ， 
即 用 :十 一 时刻 各 量 之 值 来 决定 (ri,t). 然而 ,就 物理 上 的 边界 条 


件 而 言 , 则 有 不 同 看 法 ; 只 有 过 去 决定 将 来 而 不 是 将 来 决定 现在 . 
因此 ,只 有 推 运 解 才 是 物理 上 合理 的 ， 


11. 3. 4 ”波动 方程 的 又 加 原理 解法 
下 面 来 讨论 波动 方程 
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的 具体 解法 . 童 先 用 分 离 变 昌 法 求 特 解 ， 然后 用 这 些 特 解 来 构造 下 
解 : 最 后 再 由 边界 条 件 来 确定 通 解 中 的 常数 ,以 求 得 适合 实际 问题 
之 解 .这 里 将 只 讨论 其 中 前 一 部 分 . 

(1) 分 离 变量 法 求 平 面 波 解 

由 于 波动 方程 

La = ++ 一 让) 一 0 

中 微分 算 符 工 的 几 部 分 互 不 相关 ,所 以 可 用 分 离 变 最 法 进行 求 
解 . 


先 假 定 一 个 特 解 为 
Ht 一 SC{Trys I (CE), 


代入 原 方 程 后 得 
， 1 1 dT 
Vi = (VIS)T -Si 
或 者 写成 
ld 
VS ce de 
S TT 
~ /4 


因为 按 假 定 , 左 万 仅 为 xy 和 的 函数 ,右边 仅 为 1 的 晴 数 ,而 zx,，y， 
zst 均 为 自 变 量 , 不 可 能 存在 炒 数 关系 ; 故 要 求 它们 都 等 于 常数 
一 如 ,后 者 称 为 分 离 常 数 . 于 是 有 
VS + k5 = 0, 
四 9 十 eeT 一 0 
如 果 以 上 方程 有 解 , 则 所 作假 定 是 对 的 ,否则 不 对 . 
因为 Laplace 符 YV: 也 是 由 互 不 相关 的 用 个 部 分 所 组 成 ,再 次 
用 分 离 变 量 法 , 令 
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人 【一 TY) 
于 是 上 面 第 一 式 可 变 为 
| DO? a 
Br By ! Be 
dX 


dx 


XYZ 十 kXYZ = 0, 


也 它 
+ ZX EE XY LE RXYZ = 0; 
dy dz 


YZ 


或 者 写成 

dx dy dz 

dz 二 dW 十 des 十 起 一 0i 
Y pd 


X 
| | | 
一 和 


同上 理由 ,一 吾 , 一 才 ,一 外 亦 称 分 离 常 数 ,并 且 有 
十 R= 7 
因为 否则 的 话 , 如 果 它 们 分 别 等 于 2) ,g(ty) h(x) ,要求 对 一 切 
可 能 的 xz,y:z 都 满足 
Frz) gty) hz) 十 起 一 0 


是 不 可 能 的 ， 
所 以 ,最 后 得 旬 
5 二 RY 一 0， 


了 
3 +2 = 0， 


1 4d 
Cd 


是 十 请 二 天 2. 
每 个 方程 的 解 都 具有 类 似 形 式 , 即 


十 站 了 一 人 0， 
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TT 一 ei Ei i, 
其 中 w 一 .当然 ,也 可 采用 例如 成一 cosky 或 singsz 等 的 形式 ， 
于 是 ,波动 方程 的 一 个 特 解 是 


PL da ， 


其 中 = (kk, ) * 有 一 (zx,Yy ee), 


:r=kr, 


由 解析 几何 知道 (如 上 图 }， 
Er OsoRr 二 Ry ke = const 


是 空间 中 平面 的 方程 . 


由 此 ,在 某 一 时 刻 上 下 rr 二 kro( 二 const) 的 平面 上 ,处 处 相位 
相同 , 即 处 处 娠 1 相同 . 同时 ,在 页。 了 一 天 (70 -二 4 一 此 ro 十 2 的 另 一 
平面 上 ,有 w(tro 十 和 二 wro); 即 相隔 为 4 的 二 平面 是 同 相 的 . 所 


以 ,mu 表示 平面 波 ,k*r 二 const 的 平面 称 为 波 阵 面 , 而 4 一 笃 则 称 
为 波长 ,而 = 全 则 称 为 波 数 . 称 为 波 矢 , 它 垂直 于 波 阵 面 
再 看 w 随 + 的 变化 .就 一 固定 波 阵 面 面 言 ,wl 以 周期 为 2 而 
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随 t 发 生变 化 ;w 称 为 角 频 率 . 妈 一 方面 , 奋 保 持 廊 * rr 一 wt 二 Cro 一 
ct 一 const 则 2 不 变 , 即 波 阵 面 以 ro 一 导 十 const 而 行进 ,ec 是 波 
速 ,上 是 被 行进 方 疝 , 所 以 ,这 样 的 特 解 xi 代表 平面 行 波 ， 

顺便 提 一 下 ,二 行 渡 可 合 加 而 成 一 驻 波 . 驻 波 的 意思 是 , 波 节 
外 永志 是 波 节 , 波 腹 处 永远 是 波 有 卓 , 停 驻 不 前 ; 如 
Sin 上 .Sinkyy Sink.z sinox 即 是 一 例 . 

每 一 个 特 解 zj 代表 一 个 平面 行 波 , 它 由 三 个 常数 记 ., 此 ,, 闷 : 为 
表征 . 由 十 二 个 常数 可 以 自由 变 , 所 以 总 共有 oo? 个 特 解 . 

几 线 性 微分 方程 ,者 知 其 全 部 特 解 , 则 可 采用 委 加 原理 求 其 通 
解 . 因此 ,对 于 被 动 方程 


Via 一 1 Ou 


C2 ri 
其 通 解 是 由 co? 个 平面 行 波 解 合 加 而 成 , 即 
ur,t) = [ARs sk)expLicker + by kz — wt) Jdkdk,dk, 


一 几 ， 


= [AGder dk, 


《2) 球面 坐标 系 中 的 波动 方程 
下 面 在 球面 坐标 系 
TT 二 rsinfcosg, 
| 一 rsindsing, 
z= recostg 


中 来 求解 波动 方程 
Vimx — 三 = = 0. 
仍 采 用 分 离 变 量 法 来 做. 首先 , 令 
一 Set™!, 
得 镜 (w 一 ke) 
VS RS = 0. 
玉 用 球面 坐标 系 中 Laplace 符 V? 的 表达 式 ( 见 9- 6. 4(1) 节 》， 
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得 到 
人 + 最 + 红 高 吕 w 蝇 + 吉 吕 rels-e 


这 里 S 一 5Cr,2 了 .得 令 
Sr0,p) 一 ROrYyY OO ,Pp) 


得 到 


| 训 十 二 一 2 十 eejRe) 
Re 
1 避 D: 
(as 六 | sing 荔 | 十 于 二 Og 3 ?2 一 上 (人 十 1】1) 
人 (9 ,内 : 
其 中 i 十 1) 是 分 高 常数 . 最 后 令 
YB,p ~— BOP, 
又 可 将 后 一 方程 分 高 成 二 方程 . 
所 以 ,在 球面 坐标 下 ,波动 方程 变 为 
d 2d Ut) plR- 
臣 rdr rr 二 上 |R 0， 


[Hy 久 (sing 名 | 一 np 2 +i + De 一 0， 


d? 

( 惫 + 四 je = 
dz 

[ 记 ez| ys 


有 三 个 分 高 常数 & ,UU 十 1) ,m7. 

后 两 个 方程 极 易 求解 ,不 必 蒙 述 . 径 向 方程 可 化 为 球 Bessel 
方程 [ 令 £ 一 kr ,5 引 一 R(Tr) 即 得 ,参见 12.5.5 节 1 而 关于 了 的 方 
程 可 化 为 连带 Legendre 方程 [ 令 jy 一 cos9,v(j) 一 日 (8) 即 得 ,参见 
12. 4. 3t17》 有 和 12.4.4 节 J. 

(3) 柱 面 坐 标 系 中 的 波动 方程 

柱 面 坐 标 系 Cp,g,z) 中 的 波动 方程 是 [参见 9. 6. 4(2) 节 ] 
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Su lo lou Ou 1 93u 

3 二 和 六 
采用 分 离 变 量 法 , 令 wp,Py2; 习 一 RCO0O)BCPD)Z Cz)T) ,类 似 地 容 
易 得 到 


dd 1 4d 2 
( 训 十 二 部 + [总 一 等 R=， 
昌 ? 
和 +mej=0， 
2 
(i +A)Z =0， 
2 


有 三 个 分 离 常 数 起 ,下 ,ma 而 到 一 一 家 5， 

后 三 个 方程 极 易 求解 ,不 必 竟 述 . 径 向 方程 可 化 为 Bessel 方 
程 [ 令 5 一 &ip,V() 二 RP) 即 得 ,参见 12.5.5 节 ]. 

由 以 下 作法 可 知 , 用 分 离 变 晤 法 可 将 一 个 偏 微分 方程 变 成 几 
个 党徽 分 方程 ， 
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第 12 章 ”二 阶 线 性 常 微分 方程 
12.1 3 引 论 


本 章 将 专门 论述 形式 为 
+ pz) PE 十 qz) 二 0 
的 二 阶 线 性 常 微 分 方程 的 解 . 
首先 ,介绍 一 下 关于 解 的 一 般 知 识 . 


12. .1 解 的 基本 概念 


先 用 几 个 简单 例子 来 说 骨 有 关 解 的 若干 基本 概念 ， 
考虑 下 列 线 性 微分 方程 
J 十 ma = 0. 
显然 ,xz 一 cosrtz 和 ws 一 sinmz 都 满足 此 方程 , 称 为 方程 的 特 解 . 同 
时 ,注意 到 wl 和 ws 是 相互 独立 的 ,此 二 特 解 的 线性 组 合 
uO cn 十 ci = CCOSmz 二 Cosinmez, 

其 中 心 和 ce 是 任意 常数 ,也 是 方程 的 解 ; 称 为 方程 的 通 解 . 另 一 方 
面 ,a+ 二 e 玉 和 w- 一 e* 下 也 是 方程 相互 独立 之 特 解 ,ww 一 cje™ 十 
c-e 一 同样 构成 方程 的 通 解 ; 而 且 与 前 面 的 通 解 是 等 价 的 . 因此 ， 
尾 何 相互 独立 的 两 个 特 解 x ,ws 称 为 方程 的 基本 解 组 . 

对 于 非 线 性 微分 方程 ,例如 ， 

d: dia 
| 3 一 +9 dz 一 人 
可 求 得 两 个 特 解 为 下 1 一 守 “一 4z 和 342 一 荆 * 面 其 通 解 列 为 
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# 一 ce: 一 4elg 十 czs 
仍 含 两 个 任意 常数 ,但 并 非 上 述 特 解 之 线性 组 合 . 另外 ,还 有 一 个 
解 必 一 152 不 包括 在 上 述 通 解 之 内 , 称 为 方程 之 奇 解 


对 于 一 般 常 微分 方程 的 解 , 有 下 述 定 理 { 可 参考 10. 3.3 记 以 
及 12.1.3 节 ); 

定理 : 一 个 阶 常 微分 方程 的 通 解 + 解 的 总 体 ,可 能 的 奇 解除 
外 ) 包 含 # 个 任意 积分 笛 数 clycr ca 即 2 一 zzsci C4) ;者 微 
分 方程 是 线性 的 , 则 其 通 解 对 ccsr,…vcy 也 是 线性 的 , 即 “一 


> w(xz) ,并 和 且 无 奇 解 ,而 #51 个 独立 特 解 wj ,zt2,… 构成 微分 方 
程 的 基本 解 组 . 


12. 1.2 降 阶 法 


对 于 二 阶 线 狂 常 微分 方程 


dz 
SE 4 plz) EE + gl 一 0， 


如 果 已 经 知道 一 个 特 解 x,(z) , 则 可 令 
下 [之 = Wlz ve) 和 soe) 一 wr}, 
代入 原 方 程 后 可 得 
‘lz 
dx 
(时 | 
dx, 


di2v dd 
0 一 旭 生 十 pco 各 | 十 并 品 
da 
十 | 了 二 pte) + ge) 


-要 池 + [ec 十 二 全 | 
因为 xz 关 0 ,结果 可 将 二 阶 微分 方程 降 阶 为 下 列 一 阶 微分 方程 
Ey 十 PlzYrw = 0, 
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其 中 Po 一 6(=) 十 全 5 ;此 法 称 为 降 阶 法 . 
此 一 阶 微分 方程 很 容易 求解 ,因为 
Sw 二 Plz)dz = 0-*rw= woexp| 一 | Pdz |， 


其 中 zw 一 mw(xo). 又 由 包 一 wo 积分 可 得 
"一 | was + wo, vo — vlzo). 
最 后 求 得 二 阶 微 分 方程 的 解 为 
2 一 = wa 十 wo exp| 一 J .rea ac). 


上 
若 令 c=v0ses wo = | exp| -| PCe)ds Ja, Ww 


i Cu 十 Calis. 

也 就 是 说 ,对 于 二 阶 线性 常 微分 方程 ,如 果 知 道 它 的 一 个 特 解 wi， 
则 男 一 个 特 解 w; 就 可 以 用 求 积 分 的 方法 将 其 求 出 ,同时 也 可 知 微 
分 方程 的 通 解 具有 如 上 的 形式 . 

上 述 降 阶 法 很 容易 推广 到 一 般 的 =* 阶 线性 常 微分 方程 ,可 表 
述 为 旭 下 定理 . 

定理 : 者 wi(z) 是 n 阶 线 性 齐 次 常 微分 方程 

pC) pr 0 


的 一 个 特 解 , 则 通过 令 


ifz) 一 zfeovofsy 和 和 一 We》 
可 将 = 人 
9 ”十 pi(z) ou di 二 Pal 一 rr), 


变换 为 (n 一 1 入党 宫 分 方程 


9 妆 wp (za) Pw 一 re). 
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12. 1.3 韧 值 问题 的 另 一 看 法 
对 于 常 微分 方程 
9 十 ptz)} 二 9t2)u = 0， 
在 xz 二 zo 时 给 定 
dar / 
wtzn) 一 Hos de (0) 一 os 
求 在 zo 点 邻 域 的 解 Cz) ;这样 一 个 初 值 问题 ,还 可 有 另 种 看 法 . 
首先 ,将 方程 改写 为 
da 和 | 
2 一 一 pier) J qz) 一 fz 》 


上 趟 右边 在 == so 点 之 值 均 为 已 知 ,由 此 可 求 得 和 在 < 二 zo 之 值 . 
将 上 式 对 x 求 导 一 次 , 记 作 
注意 到 右边 所 含 高 阶 导数 总 比 左边 低 一 阶 . 现在 ,上 式 右边 在 = 一 
点 之 值 亦 均 为 已 知 , 由 此 可 求 得 9 在 < 二 zo 之 值 
这 样 继续 进行 下 去 ,就 可 得 各 阶 导数 在 * 一 z 点 之 值 . 也 就 是 
说 , 初 值 问题 的 微分 方程 可 当做 计算 高 阶 导数 的 方程. 
于 是 ,可 求 得 微分 方程 在 zo 点 邻 域 的 Taylor 级 数 解 为 


ule) 一 Hleo) 十 【z 一 zo)| 和 | 十 Ce -一 zo) | 十 
显然 可 见 , 以 上 作法 同样 适用 于 一 般 的 nn 阶 沼 微分 方程 


用 = 和 
的 初 值 问 题 . 

这 就 是 微分 方程 初 信 癌 题 的 别 一 种 意义 ， 

应 该 指出 ,上 面 的 论述 未 曾 考虑 ulz) 能 否 不 断 地 求 导 下 去 的 
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问题 . 如 果 mm 阶 导数 5“ 不 能 再 求 导 ,就 不 能 求 得 (mm 的 ) 更 高 阶 


导数 之 值 ,因而 xz) 在 zx。 邻近 的 值 也 就 不 得 而 知 了 . 

人 人 们 知道 , 复 变 消 数 中 的 解析 函数 可 以 无 限 地 求 导 下 去 . 所 
以 , 专 z 是 解析 函数 , 则 上 面 的 做 法 是 不 成 间 题 的 . 因此 ,在 讨论 微 
分 方程 时 ,总 要 假定 “= 是 解析 中 数 . 这 样 就 需要 知道 ~- 些 有 关 复 变 
区 数 性 质 的 知识 ,将 在 下 一 节 概 要 地 对 以 介绍 . 


12. 1.4 国 数 的 级 数 表 示 和 积分 表示 


级 数 表 示 ， 
积分 表示 . 
有 具 性 来 说 ,例如 : 
军 级 数 表 示 (x" 的 级 数 ,n 取 整 数 )， 
be 级 数 或 Fourier 积分 表示 (em 的 级 数 ， 
前 者 n 取 整 数 ,后 者 =” 取 连 续 值 . ) 
它们 的 特性 是 : 
人 在 复 变 国 玫 
Fourier 级 数 可 以 逐 项 积分 ,用 在 实 变 蚌 数 . 
所 坟 ,微分 方 穆 中 用 等 级 数 较 多 ， 


12.2 复 变 函数 论 概 要 


12.2.1 解析 函数 的 定义 


(1) 复数 
复数 x 一 x 十 iy, 其 中 z,y 是 实数 ,i 二 ~ 一 1 是 不 数 单位 . 
实数 可 用 直线 上 的 点 表示 ;复数 则 可 用 平面 上 的 点 表示 如 右 
页 图 , 称 之 为 Argand 图 . 由 图 显然 可 见 ， 
Zz 二 XxX 十 iy 二 rcos0 十 i sin8) 二 re™, 
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复数 z 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 和 作 
Rezs= r= rcosd, Im2 一 一 rsint 
复数 = 的 模 和 辐 角 则 分 别 记 必 
|z| 一 上 一 Yi 十 yi， 


arg<# 一 用 一 1 


与 复数 x 为 复 共 斩 的 数 称 为 其 共 辆 复数 , 记 作 


2 ”一 二 一 19。 


-1 
~ 


显然 可 风 ,z" z= |z|7. 
应 该 指出 ,复数 的 相等 当 且 仅 当 其 实 部 与 虚 部 分 别 相等 , 即 
z] = ZRez) = 人 ez Imsl 一 Imz,. 

另 一 方面 ,复数 的 加 法 和 乘法 显然 为 

zi 十 之 ;二 《Xi 十 iy) 十 (xz 十 133) 

一 《xi 十 ZX2) 十 yj 十 32)， 
ZI] zz 一 《zl 十 97910073 十 iyz》 
= (firz 一 lg》 十 113a 十 了 zy1). 

有 前 面 (1. 1A 节 )? 和 曾经 指出 ,全 体 复 数 构 成 复数 域 C, 这 一 点 很 容易 
证 明 ,此 处 从 略 - 
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顺便 指出 ,复数 域 是 最 复杂 的 数 域 中 . 

(2) 复 变 函数 

以 复数 为 自 变 量 ( 即 复 变 数 ) 的 复 值 函 数 称 为 复 变 函数 ,可 表 
示 为 

TH = wr 十 1 一 下 [Cr iv yy), 
即 一 个 复 变 函数 wkz) 对 应 着 一 对 两 个 实 蛮 量 的 实 值 函数 . 它 同样 
可 以 写成 
w — Re'®, 

其 中 民 一 es 十 o2 和 9 一 tan-!| 卫 | 分 别 为 w(z) 的 模 和 辐 角 . 入 
如 ， 


Ww Oo gO Ay ry, 


Ro= |w| ~ yi， BG = tan-! -> 


TT oo ye 
(3) 解析 国 数 
复 变 函数 论 中 研究 的 主要 对 象 是 解析 函数 ,它们 是 一 类 具有 
特殊 性 质 的 复 变 函 数 . 
下 面 首先 给 出 Cauchy 关于 和 解析 函数 的 定义 . 
对 于 一 个 复 变 函数 f(x) ,车 


人 D ”将 复数 再 进一步 推广 就 是 以 1,7,7;# 沟 基 的 四 泡 数 ， 
二 十 十 yi 十 <， 
其 中 心 rzyz 是 实数 , 基 单 位 jk 满足 下 斑 闫 系 
刘 一 闫 一斑 一 一 1 
i 一 点 一 一 下 扎 一 一 一 且 )， 起 一 了 一 一 让 ， 
世 基 ,四 元 数 全 栖 不 能 构成 域 .因为 它 不 满足 习 法 的 交 欣 律 , 也 不 满足 可 除 律 ( 若 品 一 
0; 则 有 或 者 a 二 0: 或 者 5 二 00, 扒 而 , 它 可 以 构成 环 . 
环 量 定 名 了 加 法 和 和 染 法 这 两 种 二 元 运算 的 集合 中, 关于 如 法 是 一 个 交换 群 ,有 目 乘 法 
对 加 法 砚 足 分 配 律 . 
国 为 对 生 尘 未 作 限 制 ,所 以 , 环 是 比 域 轩 为 广 们 的 代数 结 术 . 
如 果 磁 法 满足 结 侣 律 , 则 称 为 结合 环 或 环 ,否则 为 非 结 省 环 . 若 环 R 中 全 有 单位 元 
彭 , 且 每 个 非 零 元 素 都 有 道 元吉 . 刚 称 汶 彤 环 . 四 元 数 全 悼 梅 胀 典型 的 除 环 . 若 在 踪 环 
的 定 立 中 再 规定 其 乘法 还 议 足 交换 律 ,而 为 域 , 即 玻 为 实 换 月 环 - 
可 矢 考 ;中 国友 百科 本 书 : 散 学 ?,304 页 , 环 5! 谢 厚 杰 援 ? ,中 国 大 百科 全 蔬 出 版 
社 , 北 京 ,1988. 
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lim 人 二 和 (于 存在 , 且 与 argz 无 关 ， 


则 f(z) 是 x 的 解析 函数 . 
所 谓 极 限 与 argz 无 关 措 的 是 ,如 图 ,无 论 从 六 上 那 一 点 趋 近 


z, 极 限 总 是 一 样 . 此 极限 即 定义 为 复 变 函数 f(z) 的 导数 , 记 作 时 


了 


x 
例 1: f(z)= 二 e* 其 解 析 消 数 , 因 为 
ett— er 愉 。 hn 
EF 一 完 (e* 一 DD 二 er[1 十 各 十 …]， 
th Ee dr 
lim 岂 = ， 即 dz 一 “ 


例 2: f(z) 一 z+ 一 iy 一 x" 不 是 解析 泪 数 ,因为 车 令 = 十 讼 , 则 
有 argh 一 tan 了 以 及 
fz hfe) (2' Fh )— 2’ 
bh a 


站 车 arg 二 0， 


一 1， 车 argh 一 了 


因而 其 极限 依 琅 于 argh 而 有 所 不 同 , 放 fz) 二 =z' 非 解析 浇 数 . 
同样 可 证 明 fz) 二 1z|1, |z1:( 一 zz") 都 不 是 解析 孙 数 , 
例 3: f(z) = l 


了 
之 一 性 


1 li 1 l 
[fz + h) 一 f(z)]— 二 | 一- ~ | 


A—a 2 一 如 


1 
一 of 十 太一 站 
当 z¥a 时 有 全 一 一 二 而 当 > 一 ae 时 则 持 不 存在 . 因此 ， 


(za) 
f(z) 一 一 一 对 除 z 二 a 这 一 点 之 外 的 其 他 > 值 而 言 是 解析 函数 ， 
而 z 二 a 这 点 则 称 为 函数 六 zz 的 奇 点 . 
12.2.2 函数 的 奇 点 与 支点 


(1) 函数 的 奇 点 

下 而 进一步 来 讨论 使 函数 不 可 求 导 的 奇 点 . 先 假定 f(z) 匙 单 
值 函数 , 即 假定 对 每 个 = 值 有 惟一 的 rz) 值 相对 应 . 

单 值 男 数 f(z) 的 奇 点 可 分 为 两 类 : 

1 极点 ; 例如 ,一 -三 具有 阶 极点 . 一 般 而 言 , 凡 可 展 成 下 
列 形式 的 函数 ， 


_ 刀 _， 人 ee 
A(z)= (art 《z 一 如) 一 下 
A 
十 十 A 十 Aitz 一 a2) 十-…， 


(z 一 a) 
4_0 时 ,= 一 a 点 称 为 隙 数 的 n 阶 极点 . 前 而 曾经 提 过 的 f(z) 王 
一 二 ,za 点 是 其 一 阶 极点 , 常 称 为 单 极点 . 
2. 本 质 奇 点 : 除 极点 以 外 的 任何 奇 点 都 是 本 质 奇 点 . 特别 
是 ,可 展 成 含 (z 一 a) :之 无 穷 级 数 的 函数 ， 


(2) 一 > Anlz 一 下 和 
z 二 a 点 为 图 数 的 本 质 奇 点 . 例如 ， 
lz) 一 exp| - 二 -| 一 > (Cs 一 如) 


应 该 指出 ,以 上 举例 是 指 于 立 奇 点 而 言 , 因 为 f(z) 在 除 此 点 
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之 外 的 充分 小 邻 域内 处 处 可 导 . 然而 ,还 有 另 一 类 函数 ,例如 ， 
[sin 土 | ,== 去 Co 为 整数 ) 是 其 奇 点 ;显然 ,极限 点 = 一 0 是 函数 
的 非 狐 立 奇 点 . 所 有 弟 弧 立 奇 点 均 为 本 质 奇 点 


现在 可 将 单 值 函数 的 奇 点 分 类 如 下 ， 
占 
n 阶 极点 ,. 
. oo 孤立 奇 点 
痛 点 役 立 的 ( 清 数 展 式 含有 
本 质 育 点 (= 一 a) 1! 的 无 穷 级 数 ) 
韭 琶 了 的 } 非 狐 立 奇 点 


另外 ,关于 基数 ftz) 在 无 穷 远 点 (jzx1 一 2) 解 析 与 否 的 问题 ， 
可 通过 变换 
zi 一 过， jz) 一 下 (zi)， 
而 视 F(zi1) 在 z=0 点 处 是 否 解 析 而 定 . 
例 1 f(s) 一 wD 一 福 , 和 一 0《 导 z 二 00) 为 2 阶 极点 . 


一 般 而 言 ,n 次 多 项 式 在 无 穷 开 点 为 n 阶 极点 ， 


例 2 f(s)—e F(x) en = >) > 二 | 过 -| :所 以 ,< 一 co 点 是 
e 生 玫 的 本 大 点 
例 3 f(z) = ZAr(n=0, 十 1 ,十 2,*…) 均 疙 其 单 术 点 ， 


一 般 而 言 , 若 ji Et 的 和 嫩 夫 点 即 为 Fz) 的 x 界 
棚 点 . 
例 4 f(z) 一 ns 在 > 二 0 点 无 定 值 ,但 车 规定 在 此 点 取 其 级 


数 展开 之 极限 值 , 即 f00)=1, 则 此 消 数 可 视 为 无 奇 性 . 也 有 将 这 
样 的 点 称 之 为 可 去 奇 点 . 
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(2) 条 信函 数 的 支点 
对 于 复 变 数 = 一 re ,由 于 ez 一 1, 所 以 ,z 的 辐 角 具有 不 确定 
性 ; 即 可 能 为 ,2r 十 g,4r 十 9,…， 因 此 ,在 复 变 函数 里 引起 了 多 值 
的 问题 ， 
例如 ,对 于 实 变数 , ln1 一 0; 而 对 于 复 变 数 ; ln1 一 2nri (x 一 0， 
土 1, 圭 2,…) .类似 地 ,Vl 一 Vle™= | 1 em 一 十 ] 或 一 1. 
下 面 来 看 (2 一 a 六 和 Intz 一 2) 的 情形 . 
和 一 下 一 | 一 让 | 全 人 <) 
(z 一 a)?= | 一 a |te'l tm) 
一 土 js 一 alie'z， 
lnatz 一 & =~lnlz—a|l 二 讼 十 i2ax 人 一 0 十 1, 士 2 pv)， 
更 一 般 地 ,ftz 一 4 (区 a 非 正 负 整 数 或 季 时 ?也 有 类 似 情况 . 
这 些 俩 于 说 明 ,(z 一 a)3 ,in(z 一 a) 都 是 多 值 函数 ,前 者 具有 二 
值 ,后 者 具有 无 穷 个 值 :类 似 地 ,(z* 一 a) :具有 三 值 , 也 是 多 值 函 
数 . 另 一 方面 ,由 它们 所 代表 的 右边 每 个 函数 而 言 , 除 x 一 a 点 之 
外 , 均 为 解析 丘 数 , 称 为 名 以 解 析 孙 数 的 [ 单 售 ] 分 支 . 对 多 值 冰 数 ， 
总 有 某 些 使 两 个 或 更 多 个 分 支 重 合 的 点 ;或 者 使 一 个 分 支 具 有 无 
穷 大 极限 的 点 ,这 些 点 称 为 各 值 函 数 的 支点 , 即 名 慎 性 奇 点 (这 里 
是 = 一 za 点 ), 当 变 量 z( 肥 时 和 针 方 向 ) 绕 支点 (x 二 a) 转 一 圈 后 ,序数 
《例如 (Cz 一 a)) 从 一 个 分 支 变 为 男 一 分 支 ; 若 绕 过 最 小 的 图 数 
六 1 之 后 及 回 到 原先 分 支 , 则 该 点 就 称 为 有 限 上 一 1 阶 支点 . 对 数 
In(z 一 a) 的 支点 称 汶 对 数 支 点 ,或 无 鹤 阶 支点 . 


12,2.3 解析 函数 的 CR 条 件 ， 共 形 映 射 


(C1) Cauchy-Riemann 亲 件 
关于 解析 函数 的 概念 ,还 可 作 如 下 分 析 ， 
对 实 变 函 数 /A(z) 来 说 ,只 要 其 右 导 数 与 左 导数 存在 并 相同 ， 
则 tx) 就 是 可 求 导 的 , 即 
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lim 工 [Fr + h) ~ f(z)]= lim 工 LACz 十 站 — f(z)] 
_ 
dx" 
对 复 变 函数 f(z) 来 说 , 则 要 求 在 z 平 面 上 从 种 方 辣 殉 近 的 极 
限 值 存在 且 相 同时 ,f(x) 才 是 可 求 导 的 , 即 f(z) 是 解析 隆 数 . 
由 于 一 个 复 变 函数 对 应 着 两 个 二 元 实 变 果 数 
we) 一 十 1 一 了 (TD ivtr,y), 
因此 可 从 另 一 角度 来 进行 分 析 . 


dzw Bu .Be . 
dz ina Br 1 ! Bz 《治平 行 于 实 轴 方 癌 趋 近 时 )， 
dr > Ar . . 
de | -idy ' 'idy 《 沿 平行 于 虚 轴 方向 趋 近 时 )， 
dw dw| dw 
村 | ;不 要 dz | 本 dd 之 则 要 求 
Fhe A do Br 


3 
这 是 w(tz) 为 解析 聘 数 所 应 满足 的 条 件 , 称 之 为 Cauchy-Riemann 
条 忻 ( 简 称 CR 条 忻 ) , 亦 称 Cauchy-Riemann 方程 (CR 方程 ). 
由 Cauchy-Riemann 方程 立 期 可 志 得 到 


对 Ea 
(BB + je = 0 
二 + 部 "= 


即 ,解析 消 数 的 实 部 及 虚 部 都 必须 满足 二 维 的 Laplace 方程 . 

《2) 兴 形 映射 

复 变 函数 的 解析 性 还 与 共 形 映射 的 几何 概念 有 着 紧密 的 联 
系 , 如 果 连 续 上 映射 w= 二 A(z) 在 点 zo 外 具有 保 角 性 和 伸缩 不 变性 ， 
则 黎 访 映射 为 共 形 映射 . 显然 , 若 .Pro) 存 在 并 且 非 零 , 则 在 四 = 
f(z) 鼎 射 下 从 zo 出 发 的 每 个 无 穷 小 和 拓 量 都 伸张 | 六 (zo)1 入 ,都 旋 
转 一 个 相同 角度 arg.f (zo)， 
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男 一 方面 ,一 个 解析 函数 8 二 f(z); 若 广 tz) 水 不 为 零 , 还 可 看 
作 两 复 变 数 5 二 ££ 十 i7 与 x 二 xz 十 iy 之 间 的 一 种 坐标 变换 , 称 为 共 形 
变 的 . 由 于 A(z) 的 解析 性 ,lLaplace 方程 具有 不 变性 , 即 在 此 变 撞 


下 ,v=[ 训 十 部:j4=0 变 为 | 部 二 部 j=0; 关 于 这 一 点 ,可 
证 明 如 下 . 
cE EdE2 
27 一 【| 各 十 | 及 | 条 + | 攻 )| 全 | 35 
NE EE 
对 2 有 类 做 结 果 . 于 是 ， 
各 + 六 -[( 则 (基诺 +[( 刘 +( 划 ' 习 
+ 2 Bz) (2)+ (BS) (D2) Jaea 
+ 人 + 考 + 攻 3 虽 | 声 
由 于 CR 条 件 


上 式 的 后 两 行 [ ] 中 均 为 零 ,而 首 行 [ j 中 均 变 为 | 产 (z)1?; 后 者 
| | 多) 一 {六 ) + | 部] 


4azj + 半 部 ) 必 新 /一半 食 ) 
= {Ff CF 2)}" = LF (2)17. 
所 以 ,最 后 有 


二 Or Ea Ea 
Vn 一 EE LAI ES us 
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若 fr(z) 到 0, 则 有 | 总 + 子 ;jx 一 0 变 为 | Be 十 加 5 一 0. 

所 以 ,对 十 具有 给 定 边界 的 一 维 Laplace 方程 ,可 通过 共 形 映 
射 将 之 变 为 具有 不 同 边界 的 Laplace 方程. 主要 目的 是 这 样 来 选 
到 共 形 映射 ,使 问题 在 新 边界 下 仙 了 求解 


12. 2.4 解析 函数 有 关 定 理 


下 面 介 绍 关 于 解析 函数 性 质 的 几 个 重要 定理 . 

C1) Liouyille 定理 

定理 : 奉 f(x) 对 xz 平 面 上 所 有 点 都 是 解析 的 , 面 且 有 界 
fa) | sconst, 

可 以 用 上 节 (12. 2,3 之 (1)) 的 结果 来 论证 这 个 定理 . 对 于 解 
析 函 数 

rz 一 下 (TYy》 十 Tofzryy)， 
由 Cauchy-Riemann 茶 件 可 知 rftzryy) 和 mcyy) 雹 满足 二 维 
Laplace 方程 
VigO—=0, Viv=0. 
想像 w(x,y) 旦 Lr,y) 平 面 上 的 势 , 因 为 .Ffz) 人 在 平面 上 处 处 解析 ， 
收 处 处 均 应 满足 无 源 的 势 方 程 Y?w 一 0, 所 碎 , 各 点 的 势 都 是 一 样 
的 ;好 wtz,y) 一 const. 同 理 有 ww 一 const. 结果 有 
flr) = utryy) 十 Togryy) = const., 

这 样 也 算 马 马虎 虎将 Liouville 定理 证 明了 . 

(2) 周 线 积分 的 Cauchy 定理 

首先 介绍 复 积分 的 概念 . 考虑 函数 f(z) 沿 {如 下 页 图 所 示 ) 复 
半 面 上 一 简单 曲线 C 从 4 至 请 的 复 积分 , 记 作 | f(z)dz. 设 曲线 
C 可 用 参数 + 表示 为 

工 一 工 (人 ) 。 


一 < 


于 是 有 
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dz 一 d(x 十 177 一 衬 十 i jd, 


fz) = HT) ivtr,Yy)} 
因此 可 用 实 变数 的 积分 来 定 兴 复 积 分 为 


| ee?dz= [fe 十 z)| 宇 dr | 党 jd 


一 [ve 二 iV (2) Jdr. 


所 以 , 沿 曲 线 C 的 复 积 分 是 线 积分 的 特例 . 对 于 解析 函数 ,有 Vw 
一 四, Vi 一 避 . 
例如 ， 


| .d= [ Er dr ti 学 jd 

一 《zs 一 开 iY CO Yo 一定 CO 
|zaz= |c 十 i| 守 十 ji 2)a 

- je — ydy) + i| (ydz + zdy) 


二 (xz 一 二 izy 二 Re 十 iy)? 


下 面 人 旬 绍 关于 周 线 积分 的 Cauchy 定理 , 车 函数 f(z) 在 (如 下 
页 图 所 示 }) 膨 线 ( 闭 合 曲 线 )C 上 及 加 内 各 点 都 是 解 桥 的 , 则 其 周 线 
14 


人 


积分 为 等 , 即 
Pf)dz 一 0， 
证 : 注意 到 , 按 复 积 分 定义 有 
中 re?dqz= | ce + iv) (dz + idy) 


一 | cdz — vdy) 二 1 中 dz 十 xdy) 
应 用 Green 公式 (和 克 9.3,.6 节 之 荐 广 ) 
_ 3PF 


Paz + Qdy) = lls 2 一 3 |azay， 
其 中 5 是 周 线 C 所 围 之 面积 ,于 是 ,上 式 可 化 为 


中 f(z)dz—— | a 十 3 Jdzdy 十 J 闫 - 3 Jardy. 


由 于 解析 到 数 满足 Cauchy-Riemann 人 条件 ， 


上 式 右边 为 零 , Cauchy 定理 得 证 . 
Cauchy 定理 的 推论 : 解析 水 数 的 积分 值 与 积分 路 径 无 关 ， 
取 阁 线 C=Cl 一 Ci( 如 下 页 图 所 示 ), 则 有 


0 一 中 rz)dz 一 | f(z)dz 一 | f(z)}dz, 
推论 得 证 ， 


315 


应 注意 积分 路 径 与 积分 周 线 的 区别 . 积分 路 径 是 上 共有 端点 的 
曲线 ,而 积分 局 线 则 是 闭合 曲线 . 由 于 Cauchy 定理 及 其 推论 ,可 
以 适当 改变 积分 路 径 或 使 积分 周 线 变 形 ,以 便于 积分 的 运算 ,然而 
必须 注意 组 使 其 触及 奇 点 . 

现在 应 用 Cauchy 定理 来 论证 一 下 8.4.6 市 例 二 中 用 过 的 一 
个 结果 ， 


| Le 一 | eaé (Y > 0). 


将 左边 复 积分 | f(z)d(z) 的 积分 路 径 Ci 从 平行 于 实 轴 的 一 co 一 


ie 至 co 一 ie 改变 为 如 下 图 所 示 的 折线 C,, 即 由 平行 于 虚 轴 的 两 
段 : -co 一 ie 至 一 cc 和 co 至 co 一 ie 以 及 实 轴 组 成 . 由 于 被 积 函数 
f(x) 二 e-* 在 平行 于 实 轴 的 任何 带 内 无 奇 点 , 故 根据 Cauchy 定 
理 的 推论 有 |。f(z)ds 一 fC)dz. 另外 , 当 IRez| 一 c 时 f(z) 运 


速 趋 于 零 ,平行 于 虚 轴 的 两 段 之 积分 为 零 . 所 以 ,| f(z)dz 只 剩 下 
沿 实 轴 的 Gauss 积分 . 


Sm 


| 


i i 


316 


《3) 镜 数 定理 
下 面 来 考虑 在 积分 周 线 内 含有 是 数 之 奇 点 的 情况 . 首先 用 人 简 
单 例子 来 前 明 . 
例如 ， 中 管 ,对 于 十 ,z 一 0 为 其 单 极点 . 若 及 取 积分 周 线 C 
六 中 心 在 z 二 0 点 以 > 为 半径 的 图 , 印 
CC; Tr renst, 一 sinzy 
之 一 rrfeost i sint) 一 ret， 


dz 一 关 ( 一 Sint + i cost)dt = ire"dt, 


这 里 约定 积分 周 线 C 取 逆 时 针 方 向 , 即 , 辐 角 argz 一 上 增加 的 方 
向 ;否则 ,上 式 右边 为 一 2xi 
另 一 方面 ,对 于 去 ,x 二 0 为 其 阶 极点 . 


时 页 
dz _ i | ein— Ded 
Ce 人 


2 
一 一 0. 


围 是 解析 的 ,例如 ,可 写成 


过 十 oe 十 A 


《人 各 一 过 


当 取 积分 周 线 C 环绕 = 一 a 点 时 ,显然 有 


fz) = + gly; 
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| codz = nd; 


4_, 称 为 f(z} 在 其 抽 立 奇 点 二 a 处 的 妄 数 , 常 记 作 res fa}. 

应 该 指出 ,以 上 结果 并 不 依赖 于 积分 周 线 C 的 具体 形状 ,只 
要 ==a 蚌 忆 内 惟一 奇 点 . 首先 ;从 前 面 的 阐述 可 知 , 上 述 所 有 结 
果 均 不 依赖 于 圆 > 的 半径 7z, 现在 取 积 分 周 线 广 二 忆 十 4 一 7 十 六 如 
上 图 所 示 , 在 下 内 和 太 上 均 无 奇 点 ,可 应 用 Cauchy 定理 得 


0= 中 reopadz — | repdz — {fords + |, reods， 


当 令 图 7 的 半径 =-~0 时 , 制 线 两 边缘 之 积分 值 | ， 相 抵消 ,前 两 
者 变 为 周 线 积分 面 有 
中 fcz)dz 一 bf Jdz = 2niresf Ca). 


上 述 论 证 不 难 推广 到 周 线 局 内 舍 有 多 个 孤立 奇 点 的 情况 ,于 
是 有 下 剂 定理 . 
廊 数 定理 ; 若 函 数 f(x) 在 周 线 C 内 除 有 限 个 孤立 亲 点 ak 人 
二 ] Li ;4) 外 是 单 值 解析 的 了 在 { 上 无 坷 点 ;内 让 
中 Feedz 一 2mi Dresf tas). 


正二 1 


利用 留 数 定理 可 以 很 简捷 地 计算 多 种 类 型 的 积分 2%. 现 举 几 


号 较 详 细 介 绍 可 参考 ; EE, TWhittaker;, G. N. Watson, Modern Analysis, 4th 
ed » Cambridge, 1940, Ch. Y. 
图 还 可 参考 , 郭 敦 仁 ,{ 数 学 物理 方法 }, 人 民 教 育 出 版 社 ,北京 ,1955, 第 枚 童 . 
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个 典型 例子 予以 申明 . 
1. | Rsine,eosp)d2, 其 中 尼 是 有 理 郴 数 . 令 * 一 所 , 取 周 线 
C 为 中 心 在 原点 的 单位 加 ,容易 求 得 


2 _] _ 
| 民 {fSsipmBcos) 本 人 一 | a| = 一, 十 | 
? 21 9 


一 271 > TIES, 
全 
一 了 


其 中 Zres 代表 ja) 一 二 Rs 一 ,2 二 | 在 C 内 留 数 之 和 . 


dz 


1 县 


2. 无 穷 积分 | _ Q(z)dz, 其 中 Q(z) 在 上 半 平 面 除 有 限 个 孤 
立 奇 点 外 是 处 处 解析 的 ,在 实 轴 没 有 奇 点 :在 0 所 argz 太 Xz 中 , 当 
1z1 一 co 时 ,一致 地 有 z(tz) 一 0. 若 取 周 线 避 为 少 实 轴 从 一 及 到 玉 
的 直线 加 上 中 心 在 原点 .半径 为 尺 的 半圆 Ca 在 上 半 平 面 , 民 充分 
大 ) ,而 最 后 令 R->co, 可 以 证 明 , 在 上 述 条 件 下 :Ca 一 段 的 积分 趋 
于 零 . 这 样 一 来 ,容易 求 得 

| QtrYidr = 2xi > resQ(z), 
其 中 jresQ(z) 是 QQ(z) 在 上 半 平 面 的 留 数 之 和 ， 


3. | ziQ dr (a 为 非 整 数 实数 ) ,其 中 Q(z) 在 全 平面 上 
除 有 限 个 猎 立 奇 点 外 处 处 是 解析 的 ,而 且 在 正 实 轴 上 无 奇 点 ; 当 
| 一 0 和 |*| 一 co 时 ,|> 和 Ce) 一致 趋 于 零 ,0< 委 argz<ss2r. 阁 取 间 
线 如 下 页 图 ,并 规定 在 正 实 轴 上 缘 arg* 一 0, 而 下 缘 argz 一 2xr, 训 
容易 求 得 
| xmQcndz= en Dres{e" Q(z)) 
(0 < argz < 27) 


一 -一 Dres{(— z)" IQ(2)} 


Sn 


《一 FT < Atg(e— 2) < TR). 
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其 中 > res{…)} 代 表 全 内 函数 在 久 Cs) 的 奇 点 处 留 数 之 和 . 
工 述 关于 积分 的 计算 应 用 了 留 数 , 因 而 需要 有 求 备 数 的 公式 . 
对 于 极点 的 情形 ,很 容易 给 出 如 下 结果 . 
了 f(z) 在 单 极 点 <==a 的 留 数 ,公式 是 
resf (x) = lim\ (z — ayf (2))}. 
7 在 mm 阶 极点 = 一 ea 的 留 数 , 公 式 是 


resf (2) 一 lim {i 全 [Ce 一 by"f Ce)]). 


可 中 看 出 , 单 极点 留 数 的 公式 是 后 者 在 区 = 1 时 的 特例 . 

C4) Cauchy 积分 公式 与 Taylior 定理 

下 面 要 来 讨论 解析 销 数 的 愉 级 数 展开 ,其 中 要 用 到 消 数 在 基 
一 点 的 各 阶 导数 ,包括 在 该 点 的 三 数值 . 

工 一 辣 (11. 3.2(2) 节 }) 曾 措 出 ,着 如 满足 Laplace 方程 Yiv 一 
0, 则 & 点 的 ”> 值 可 由 环绕 < 点 的 边界 值 给 出 , 即 


1 (lal 
dnlslr dn On! rr " 


一 个 解析 男 数 fs) 可 表达 为 fs) 一 xz 十 i 并且 满足 二 维 
Laplace 方程 Vin 一 0 和 Vw 一 0. 推 想 可 知 , F(z) 在 a 点 之 值 f(a) 
应 可 由 其 环绕 a 点 周转 之 值 所 决定 .的确 有 这 样 的 结果, 称 之 为 
Cauchy 积分 公式 ,可 表述 如 下 : 设 f(z) 在 有 局 线 C 上 及 CC 内 各 点 
都 是 解析 的 ,a 为 己 内 任意 一 和 则 


T(z) 
f(a) = 2 二 中 


-zad 
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此 公式 可 用 留 数 定理 子 以 证 明 . 因为 = 一 “ 是 pg(z) = 供品 在 内 
的 单 极点 ,resgpla) 一 /ta), 十 是 


| Haz = 中 redz = 2riresyla) — 2rif (a), 


公式 得 证 . 
苦 将 Cauchy 积分 公式 改写 为 


TAO 
7) = 天 | .这 芝 全 4， 


则 可 求 得 


A! fF) 
f(z) 一 全 中 CE 一 ride 


岂 训 是 说 ,有 以 下 关于 解析 函数 各 阶 导 数 的 定理 

定理 : 若 Fz) 在 局 线 C 内 及 尼 上 是 一 解析 函数 , 则 在 C 内 各 
点 其 各 阶 导数 尼 ,445，,…( 求 导 多 少 次 都 行 ) 都 是 解析 函数 ,并 可 
用 上 面 公 式 表 示 ， 

特别 是 ,车 有 了 解析 函数 f(x) 在 a 点 的 各 阶 导 数值 ， f(a)， 
PalPrral we 则 有 下 述 定 理 . 

Taylor 定理 ; 解析 函数 f(z) 在 a 点 附近 可 展 成 Taytor 级 数 ， 


fry= fo) 十 fF (alz 一 a) 十 2 Pa aa 十 


一 >, fa) 一 a)"; 


车 f(z) 在 以 a 为 中 心 .R 为 半径 的 圆 CC 上 及 其 内 无 任何 奇 点 ; 则 
f(a) 一 下 — f(z) 4 . 


0 c , 一 2 ， 四 


注意 到 ， 人 :dg 中 的 二 作 如 下 展开 ， 


四 的 站 生 生生 
一 Ca} (zo a) 
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1 + 和 二， 1 
a) (a) a) (rea) 
1 (2 一 a) (x 一 a)! 1 


eat a tw ay Ca (Ga) 
__1l za za) (x 一 好 加 
raf tar tt east te a 
_ nl 
| 企 )》 1 


(CF __ Aa)™t!] “ Fg 
就 很 容易 得 到 上 述 Taylor 级 数 展开 式 , 并 可 证 明 此 级 数 在 圆 忆 内 
收 化， 


12. 2.5 解析 函数 的 表示 方法 与 解析 奸 拓 


解析 郑 数 可 用 无 穷 级 教 表示 或 用 积分 表示 ,偶而 还 有 用 无 穷 
刁 积 表示 ,下面 将 对 前 两 种 方法 分 别 作 进一步 阐述 . 
(1) 无 鹤 级 数 表 示 . 收效 半径 


设 无 穷 级 歼 3- /C2) 沿 周 线 C 一 致 收 全 ,而 f(z) 在 C 上 和 和 


C 内 处 处 解析 ; 则 37 f(z) 政 化, 此 级 数 之 和 是 在 C 上 和 C 内 处 处 


解析 的 函数 ， 

具体 而 且 重要 的 是 宕 级 数 ,如 前 面 讨论 过 的 Taylor 级 数 ,其 
中 f(z) 一 cz 一 a)", 将 一 函数 展开 成 壬 级 教 时 ,其 收 敏 半 径 就 等 
于 从 展开 的 -点 到 最 近 的 奇 点 之 间 的 距离 ;以 此 半径 所 作 之 圆 称 
为 收效 加 ;级 数 在 此 图 内 收 全 ,图 上 必 有 一 点 是 函数 的 奇 点 . 

例如 , 对 实 变数 ,1 一 z 十 了 2 一 2 十 … 的 收敛 区 间 是 1z|<<1 或 
开 区 和 间 ( 一 1,1), 面 对 复 变 数 ,1 一 z 十 一 十 … 的 收 襄 圆 是 |z | 过 
1 收敛 半径 为 1( 因 为 = 一 一 1 是 奇 点 ); 它 是 了 二 -在 < 一 0 点 的 展 
开 . 应 注意 ,在 此 收 做 圆 内 才 有 
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1 一 - _ 2 ~ 了 总 nn 
本 > 19"z", |z| < 1， 


也 就 是 说 ,一 个 函数 当 展 成 级 数 时 ,只 有 在 其 收 铺 贺 内 ,此 级 数 才 
是 该 函数 的 表示 :在 收 襄 圆 外 则 不 然 , 要 用 另外 的 级 数 来 表示 . 所 
以 ,级 数 和 它 所 代表 的 函数 要 分 开 , 这 观念 很 重要 ! 


还 以 [+ 为 例 , 当 |z|>1 时 要 用 另 一 级 数 表 示 , 即 在 过 一 0 


1 二 之 
( 即 = 一 co) 点 ,可 展开 为 
1 1 1 1l 1 1 , 
1 十 > 1 六 2 3 zt ? 
Ea 1 十 一 


iz| >1||+|< 1]. 


所 以 ,+ 在 复 平面 上 |x| 二 1 之 内 外 由 两 部 分 级 数 表示 , 即 


1 十 = 
1 2 3 a 
T 十 xz 一 ] 全 十 六 定 ” 十 
= YD, (— re", |z| < 二 1， 
=0 
1 1 i ,1 1 
1] 冯 zi zt 


= Dan lz|>1. 

《2) 解析 延 拓 , 解析 函数 的 Weierstrass 定义 

一 个 函数 在 不 同 区 域内 可 以 有 不 同 的 级 数 表 孙 ,如 和 何 去 辩 识 
它 呢 ? 这 就 需要 首先 引进 解析 延 拓 的 概念 . 

若 已 知 f(z) 在 a6 点 邻 域 可 展 成 Taylor 级 数 ， 

folz) = Yer ~ a0)", 

其 收 钱 圆 为 CosCo 上 可 由 点 为 育 点 ， 在 Co 内 选 一 点 好 1] fotz) 在 此 点 
是 解析 的 ,可 求 出 各 阶 导数 方 (ay 六 Call 又 可 在 1 点 邻 域 


展 成 Taylor 级 数 : 
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f(x) 一 cz 一 en 

其 收 徊 贺 为 CC 上 3 点 为 坷 点 . 贺 C 除了 有 一 部 分 与 圆 Co 重 
和 二 外 ,还 会 包括 图 Ce 以 外 的 一 部 分 , 再 在 Ci 内 选 一 点 cz, 又 可 求 
得 在 收 合 加 C; 内 的 级 数 表 示 f(z); 叉 会 延 拓 出 新 范围 .这样 继 
续 进 行 下 去 ,就 可 将 复 平面 上 除 奇 点 以 外 的 部 分 全 部 包括 在 内 ,这 
种 过 程 就 是 所 谓 Weierstrass 解析 延 拓 方 法 . 

因此 ,从 一 个 起 始 大 级 数 出 发 ,加 上 经 解析 延 拓 所 可 能 得 到 的 
一 切 材 级 数 的 全 栖 ,构成 由 起 始 笑 级 数 生 成 的 (Weierstrass 音义 
下 的 ?完全 解析 函数 . 

根据 Weierstrass 关于 解析 了 销 数 的 上 述 定 疼 ,六 有 妈 可 得 关于 两 
函数 同一 性 的 Weierstrass 定理 : 两 个 不 同 的 解析 表达 式 , 若 它们 
所 代表 的 竹 级 数 彼 此 能 通过 解析 延 拓 而 获得 , 则 它们 定义 同一 隔 
数 ， 

《3) 积分 表示 . 

解析 函数 还 可 以 用 含 参 数 的 积分 来 表示 ,可 由 一 般 公式 


f(z) = | Ki.W edt 


描述 ,其 中 KK(z, 引 是 积分 表示 的 核 ,p(5) 是 它 的 密度 ,C 是 积分 周 
线 (或 积分 路 径 ). 当然 ,也 要 求 积分 一 致 收敛 , 妈 , 需 同时 给 出 其 收 
敛 杀 件 . 
和 例如 ,TT 函数 可 定义 为 
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Lizy) = | fe ‘dt, Rez ~ 0, 
时 


它 定 义 了 右 半 半 面 内 的 PCx) 值 . 也 就 是 说 ,积分 表示 跟 级 数 表示 
一 样 ,也 是 在 某 一 区 域内 的 表示 . 所 以 ,同样 存在 解析 延 拓 的 问题 
通过 分 部 积分 容易 证 明 ,T(x) 满 足下 列 关系 

Lz 1) = zz), 
用 这 个 关系 可 将 T(z) 延 拓 到 负 的 区 域 去 ,但 是 ,x 一 0, 一 1, 一 2,… 
是 极点 , 如 果 取 积分 周 线 如 图 所 示 | 记 作 | ”| , 则 得 到 积分 表示 
为 


Ot 
一 i| Ce dd, (0 < argz & 2n) 


T(x) = 


mt 


(一 一 二 三 三 一 一- 


它 对 除 点 = 一 = 整数 ?之 外 的 所 有 = 成 立 , 而 在 这 些 点 处 Tiz)? 具 有 
单 极点 . 
顺便 说 一 名 ,Cauehy 积分 公式 


lr /0 
10 一 让 | dt， 


用 周 线 忆 上 的 值 太 必 ?来 表示 己 内 的 值 ,也 是 一 种 积分 表示 - 

还 应 指出 ,对 积分 表示 的 核 KK(z,4) ,最 常用 的 是 eq%(Fourier 
核 》,e (Laplace 核 ), 姑 -Melliin 校 》 等 .由 此 政 以 看 出 ,解析 函 
数 的 积分 表示 与 积分 变换 方法 ( 见 8.4,8.6 节 ) 和 密切 相关 . [对 后 者 
而 言 ;K (zw,6) 称 为 积分 变换 的 核 , ] 


12. 2.6 醋 函 数 和 B 函数 人 
十 面 顺便 对 1 男 数 作 和 进一步 讨论 ， 


吕 三 竹 深 , 训 部 仁 :! 特 蘑 函数 概 沦 $, 北 京 太 学 出 版 社 ; 北京 ,20004 3. 1,3.2， 
3.7,3.8 诸 节 . 
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再 次 写 出 T 蚂 数 的 定义 
T(x) = | eede, Rez > 0. 


(1) 弟 推 关系 
FTC) 满足 下 列 递 推 关 系 
Tz 1) = zl'(z), 
反复 应 用 此 关系 nn 吹 可 得 
Ttz+n}= (z+nom lt+n om 2 1)zT Cr), 
因而 可 将 TCz) 的 定义 推广 为 


Te) 1 [ftal _ 
L(x} 一 CE = 世相 ,Ee 1 dt， 及 ez > 一 天 和 


# 为 任意 正 整数 ,而 


(CD = EE z+ Dz tn m1) 


由 定义 和 递 推 关系 很 容易 得 出 

1)=0: 二 1]， T(tn 二 1»= #1. 
另外 ,Ttz) 在 有 限 区 域内 的 奇 点 都 是 一 阶 极 点 , 极 态 为 z= 二 0, 一 1， 
一 2 ,一 A ;在 极点 z 一 一 n 处 的 留 数 是 


lim (x 十 nD(e) 一 EPE = 一 一 


(一 y) 


| 


《2) B 函数 
首先 ,考虑 两 个 T 荐 数 的 乘积 
rp)r(g) 一 | sea e-emide. 
令 ww 一 zx:,v 一 yy ,得 
Fa)Ta) 一 4| | et emi ydzdy. 


再 令 “二 rcos8,y 一 rsin9, 得 
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Tip}Tio) 一 4| seo rdr 
| 


* | (costdY i(sin0 1dd. 
0 
前 一 积分 中 令 ==t, 后 一 积分 中 令 cos*8 二 xz, 分 别 得 
2| dr 一 | ed = Tp+ a), 
0 0 


呈 1 
0 0 
现在 , 定 饼 B 函数 为 
1 
Bp,q) = | ra 一 TY Hr, Rep > 0,Reg > 0, 
性 


于 是 ,上 面 显然 证 明了 有 


_ Tpyr (9) 
Rig.) = Fep + q) 


此 式 可 作为 B 函数 的 推广 定义 , 它 不 受 上 述 条 忻 Rep 站 0,Reg>0 
的 限制 ， 
对 于 后 一 积分 ,还 可 通过 令 z==t/ 引 十 站 而 变 为 


BTEC) 
Bp,9) 一 [ c+ Tp 二 + aq) 
12. 2. 4(3? 中 给 出 的 公式 [rtya 一 户 , 人 人 (z) 一 (1 十 =) 一 二 ] 
3 £1 


9 1 


一 Big,p}, 


x 
sinpr” 


di = 吉成 Zresf (一 ZF 《1 十 < 一 


《一 TT Argt— 2) < TT) 
因此 得 到 工 沙 数 的 下 列 重要 性 质 (p 一 2): 


TEL 一 <) 一 


sinmze” 
此 式 可 不 受 0<Rez<1 的 限制 ,因为 左右 两 边 都 是 除了 xz 一 n( 整 
数 ) 之 外 全 平面 的 解析 函数 . 由 此 式 的 一 个 特例 > 一 六 可 得 
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T 1 下 1 
rl) | 二 Tt， r( 二 | = wx， 
另外 ,在 BB 函数 定义 之 前 的 二 式 中 分 别 令 2Cp 十 9) 一 1 二 A 和 
2p 一 1 二 gs29 一 1 一 ;可 得 下 列 积 分 公式 : 
| erar 一 了 T| < 由 十 4 二 | 及 


2 
Fr- 
, sirle+1 
| ceose"Gineyrd8 一 二 一， 


(3) 则 线 积分 表示 
FT 函数 的 积分 表示 


rc 一 | -arridi (Rez > 0) 


1 
(2), 
前 者 仅 适用 于 右 半 平 画 ,后 者 适用 范围 有 扩展 ,但 极点 z=0 ,一 1， 
一 2 一 除外 ， 
更 在 考虑 下 列 周 线 积 分 


[十 》 至 i . 
| ef* tdt = [ea 十 | et [Ber yl16erde 
oo Cam 必 


| trtald: {Rer >— n)， 


十 ec | et dt, 


(一 一: 
最 后 一 个 积分 前 的 因子 是 由 于 正 向 绕 原点 一 周 后 argt 一 2r, 着 完 


限制 Rez>0; 则 当 30 时 ,右边 对 6 的 积分 项 含 部 因子 而 为 零 ， 
结果 容易 得 到 T(z) 的 周 线 积分 表示 : 
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] n+! 
T(x)— | et ldr 
Cargt| < 2x) 
1 < 十 3 
一 | er 一 td， 


2 Si 区 之 


Clargt— £1)| < 7) 
它 信 适用 于 除 z 为 整数 之 外 的 所 有 * 值 . 
利用 上 县 中 的 


Vez}T(l 一 2) 一 


sinnz’ 
可 得 下 列表 达 式 


1 1 tot 
FPC 一 zz za| eC— Td (larg(— 2)| < x) 


它 适 用 于 任意 * 值 ,包括 = 等 于 整数 . 
在 上 式 中 令 1 一 zz，, 可 得 


二 3 名 十 1 
FD 一 一 二 | et— edit; 《argg 一 站 | < 


或 者 再 令 上 -> 一 上 ,可 得 
FE 和 | rats Clargt| < x) 

后 者 取 周 线 如 下 图 所 示 . 最 后 二 式 对 任何 z 值 均 适 用 ,可 作为 

Ts 的 普遍 表达 式 . 


-一 一 一 一 ) 


12.3 常 点 邻 域内 的 级 数 解 


从 本 节 开 始 ,将 要 讨论 二 阶 线性 常 微分 方程 
十 plz) 和 二 qtzuCOo0 
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的 具体 解法 ， 
12.3.1 方程 的 奇 点 与 常 点 


方程 系数 p(z) 或 qtz) 的 每 个 奇 点 都 是 方程 的 奇 点 ,因为 它们 
的 总 蛋 将 构成 方程 通 解 中 的 全 部 背 点 和 文 点 . 另外 ,p(tz) 和 g(x) 
都 是 解析 函数 的 其 余 一 切 = 值 , 则 称 为 方程 的 常 点 . 


至 于 无 穷 远 点 * 一 c , 需 另行 考虑 . 通过 作 变 换 = 一 一 ， 


du dzidu 1 dr 2 du 
中 六 dz dz Ei dz 1 dei " 
dx | { 伟 )= 1 du 3 da 
dz? “1 dz ! dz, ' dz] TT 22 21 
上 述 微 分 方程 变换 为 
da EE 111 | la{ 21)u 
ds 之 1 ze zl， | dx tT zd 0; 


因而 要 看 x 二 0 是 否 为 此 方程 的 奇 点 , 即 是 否 为 


和 J1(21) 一 Lal 二 
全 | 


| 


plz1) = 和 一 二 [二 
两 者 之 一 的 奇 点 . 
例如 , 超 几 何 微 分 方程 


2 
z(1 一 2z) 9 二 {7 (a p+) OE apu— 0， 


对 此 有 
tap+ De 月 
PO 人 1 
显然 ,z= 二 0 和 z=1 是 上 与 gg 的 极点 ,因而 是 方程 的 奇 点 , 至 于 * 一 
oo 点 ,由 于 
1 ( 土 1 og -ap _ 
et z+ 1 1 zl 一 gz1)” 
zi 一 0 是 其 极点 ; 即 z= 为 愿 方程 的 订 点 . 
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对 于 方程 的 常 点 与 奇 点 , 需 采 用 不 同 的 求解 方法 . 奇 点 银 域 内 
的 解法 将 在 以 后 两 节 再 来 介绍 ,本 节 将 专门 讨论 沉 点 分 域内 的 
Tayior 级 数 和 解法. 


若 p(z) 和 g(z) 在 z 一 zo 点 是 解析 的 , 当 给 出 和 污 在 该 点 的 


初 值 后 ,就 可 用 微分 方程 求 得 任何 高 阶 导 数 人 Cm 一 2,3,…) 在 该 
点 之 值 ;因此 得 到 该 点 邻 域 的 Taylor 级 数 . 它 是 在 其 收效 圆 内 方 
程 的 解 . 然后 ,再 通过 解析 延 拓 ,可 将 此 解 扩展 至 求解 区 域内 除 奇 
点 以 外 的 全 部 范围 


12. 3.2 Legendre 微分 方程 


下 面 将 雇 Legendre 微分 方程 
ns dau ,du | _ 
一 2z) 9 一 2z 守 二 AA Dau=0 
作为 具体 例子 ,进一步 阐明 求 级 数 解 的 步 又. 
因为 


2% (2) = AA+ 1) 
1—z” 4 (1 一 z2)， 


= 一 士 1 是 方程 的 奇 点 .对 于 * 一 co, 令 z= 十 后 得 到 


Plz) 一 一 


2 |1 2 
Plz1) = 二 p| 二 | = 


空 1 1 一 1 
| _ 64 十 17 
和 1 zi 一 1 
由 此 可 知名 ==0 是 gh(z1) 的 二 阶 极点 , 即 一 coe 亦 为 方程 的 奇 点 . 
除 z= 二 土 ] ,co 之 外 ,其 余 都 是 方程 的 常 点 . 
现在 来 求 Legendre 方程 在 其 常 点 * 一 0 邻 域 的 Taylor 级 数 
解 ,给 定 初 值 w(0)==c , 虹 | _ =e 
显然 ,在 常 点 < 二 0 邻 域 ,方程 的 解 为 x 的 晋级 歼 ,可 设 为 
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91(21) 一 二 
之 ] 


Lm | 
圭一 > ns, 


再 一 心 


将 zx 一 Sam 代入 Legendre 方程 后 得 到 


Eh 


C1 一 22) > n(n 一 la.e” 2 一 22 > ,mas“ 1 
n= 到 二 站 


+ AA+ 1) Da = 0, 


三 ma 


分 别 将 (1 一 z*) 和 xz 乘 进 去 后 ,此 方程 在 求 和 号 下 只 出 现 z*" 和 x" 
这 样 的 等 ,可 将 其 写成 


San 一 1)aazr — Zr 一 二 Js” 一 2 vona.zr 


| ne 


十 ACA 十 1D Slaw = 0， 


Ct 


注意 到 第 一 项 中 n= 二 0 和 "二 1 村 系数 为 零 , 故 可 将 n 一 十 2 而 得 
到 


fn 十 2)(a lets — [nn — 1) 十 2r 


— A 1)Ja}z" = 0. 
由 于 > 为 变量 ,必须 其 各 次 其 的 系数 均 为 罕 , 上 式 才 得 以 成 立 . 所 
以 有 
tn Dat 27as+s 一 [十 关 一 AAA 十 1)]eo 一 0， 
基 ,得 到 下 列 递 推 关 并 


a nn 二 1)》 一 AAA 十 1 _ (tn 一 y(n 二 42+ 1) 
"+2 Cn 二 lan+2) {十 170 十 2) 


因为 由 初 值 条 件 (0) 二 ca, 里 | 一 < 可 得 
ee -oa 
dz 尝 | 加 | 之 me。 2 ] 


ne 


= dO Ca 
i 1 2 


号 32 


于 是 ,利用 递 推 关系 ,由 a 一 ci 可 决定 所 有 侦 次 等 的 系数 co 由 w， 
一 <* 可 决定 所 有 奇 次 矢 的 系数 sw+i- 结果 如 下 (以 4 一 去 为 例 》 


2 (4n—1)(4n—5) C4a 十 1)642 一 3 
2 p20n) CAO— 1) 和 2 一 1 zt 92Con 1) (2n) < 
好 0 一 1 dl 
一 -一 一 一 好 3 一 3 C 2e 
22.2.1! 8"! 3 22 32 4 
,7Z"3"3" (CD 21 ， -=9*5*5。1 15. 
4 24(41) : 128 :| 24{51) “128 
可 一 1 “ 月 一 】 
《4 一 1 了 (4 一 了 7 《488 十 1) [142+ 1>? 
_ 下 一 眉 -一 下 一 
a 22(2r71 CS 22(2x 十 1)1 “2 
最 后 求 得 一 0 邻 域 的 寡 组 数 解 为 
3 21 z+ — | | Da. 19 5 | 
u ca 8* 一 128 十 cztz 十 242 十 128z 十 


= C1 十 Cos 


容易 看 出 ,在 < 二 0 有 
Qe 


wat ) 一 姓 ， | 二 


Fr 


下 面 用 粒 比 法 来 检验 级 数 的 收 化 性 . es , 


其 本 2 加 


六 CCz) 
lim fx) 


则 级 数 收敛 . 对 目前 的 情况 ,可 分 别 讨论 za 和 as 的 收 敏 性 ; 


Zn 21) “|™ lel 


< 1， 


=lim 
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他 加 十 1 


jim Cdn 二 + 1) (dn 人 3) 2 
Han] Ee 27(2n 二 1) (C2) 


所 以 ,两 部 分 级 数 的 收 化 条 件 都 是 |z 1<1, 即 1z|<1;: 因 此 ,上 述 
稚 级 数 w 在 单位 山内 是 收 化 的 . 此 结果 亦 可 从 方程 的 奇 点 = 一 士 : 


一 |z? |， 


子 


直接 得 到 . 
下 面 再 举 一 个 简单 例子 , 求 
9 上 去 一 俘 


在 zx 一 0 的 医 级 数 解 . 设 us 一 > ,az 容易 得 到 


21 十 2)(8 十 1)as+sz" 十 之 aas 一 0， 


卫 一 癸 本 一 自 
1 
的 nn 二 27x 二 1) "" 


uo ci {1 一 2 十 站 一 Bi 十 | 


3 十 i _ i 十 。 “| 


一 CCOSET 十 cSinz. 
由 于 方程 的 惟一 奇 点 是 x 一 oo, 上 面 的 级 数 分 别 收 但 于 cosz 和 
sinz 山 , 所 以 ,这 一 结果 与 本 章 开头 (12.1.1 节 ) 所 给 一 致 . 


12. 3.3 级 数 解 法 的 具体 步 邓 


现在 按照 上 面 求 Legendre 方程 级 数 解 的 例子 ,总 结 一 下 二 和 阶 
线性 常 微分 方程 


+ clz 一 


他 ”由 此 一 soaz 十 iainx 所 及 ee 的 覃 级 数 展开 式 
人 一 3 言 Gz) 
《139% 
一 半生 站 本 + 这; Com + I? 


立即 可 得 此 鱼 果 . 
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pr) + gu 一 0 

的 级 数 解 法 ,大 致 可 分 为 以 下 几 个 只 体 秒 骤 : 

1) 标志 出 方程 的 奇 点 

在 复 乎 面 上 将 方程 系数 pt(z) 和 q(x) 的 一 切 奇 点 全 者 标志 出 
来 ,它们 全 是 方程 的 奇 点 ;分 析 无 穷 迹 点 的 情形 ,判定 其 是 否 为 方 
程 的 奇 点 . 

2) 选 定 起 始 常 点 及 天 级 数 

选 定 方程 的 一 个 常 点 z。 作为 起 点 , 则 在 此 点 邻 域 内 的 罕 级 数 


解 形式 为 4 fe) ~ Dale m0)", 其 中 a, 等 为 待定 系数 ,还 应 


指出 , 当 pC(z) 和 y(z) 并 非 有 理 函 数 9 时 ， 需要 同时 将 它们 展开 成 
{2z 一 zo) 的 葵 级 数 . 

3) 确定 系数 

将 以 上 震级 数 代 人 微分 方程 ( 当 p,g 为 分 式 有 理 炒 数 时 ,可 
先 将 微分 方程 通 分 后 再 将 解 代 入 ), 令 所 得 方程 中 各 同 次 短 节 数 之 
和 为 零 ,从 这 一 系列 方程 可 得 到 确定 系数 a 的 递 推 基 系 . 解 中 仍 
可 含 两 个 任意 常数 , 

4) 确定 收效 半径 

根据 奇 点 分 布 情况 或 用 检 比 法 来 确定 此 和 苦 级 数 解 的 收 敏 半 


5) 解析 延 拓 

求 得 了 一 个 常 点 ze 邻 域内 的 级 数 解 ,可 以 以 此 作为 起 始 午 级 
数 , 通 过 Weierstrass 解析 延 拓 方 法 ,就 可 以 得 到 整个 复 平面 上 ( 除 
奇 点 以 外 ?的 完全 解 桥 函 数 , 邱 方程 的 全 部 常 点 解 的 表示 . 


12. 3.4 解析 延 拓 问题 
关于 解 术 延 拓 问 题 . 还 有 一 点 需 进 一 步 加 以 印 述 . 


中 ”机 个 密 项 式 之 出 为 有 理 男 教 . 
339 


重要 的 是 要 知道 经 由 两 条 不 同 路 径 进行 延 拓 ,是 否 会 给 出 间 
一 最 后 的 宪 级 数 . 例如 ， 


Eu 
Pi ur, 污 ), 


显然 ,由 两 个 Q,Q' 点 算出 人 点 的 wa,| 侠 | 一 定 一 样 , 即 给 出 该 


点 的 级 数 也 是 一 样 的 . PQR， PQ'R 这 样 的 路 径 称 为 各 谐 路 径 . 利 
用 连续 变形 可 以 证 明 , 凡 两 条 路 征 之 间 不 包含 奇 感 ,此 为 和 谐 路 
径 , 如 PT 和 PRT. 相反 , 若 其 间 含 有 奇 点 , 则 为 非 和 谐 路径 , 如 PS 
和 PTS. 这 时 , 沿 PS 和 沿 PTS 所 得 S 点 之 值 不 同 ; 因 此 是 多 值 
的 ， 
设 方程 在 z 点 的 基本 解 组 为 xi ,zaz* 通 解 为 
tt = ui 十 工 z 相 7 

当 绕 一 奇 点 一 圈 回 到 > 时 ， 

El 一 村 ze = Qt ots 

Wa 2 一 nm -十 Cs2 于 8- 
所 以 , 绕 奇 点 一 次 相当 于 来 一 次 线性 变换 . 如 果 选 择 适 涩 的 v, 和 
wt 和 vs 是 和 zs 的 线性 组 人 台 ), 使 得 当 绕 奇 点 一 次 时 ， 

UI Ve, 
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了 隔 | 可 
2 一 和 sn 人 2 


a RH rs 称 为 特征 指数 . 


12.4 正则 奇 点 邻 域内 的 正则 解 


现在 来 考虑 方程 
9 十 pC2) E+ gu = 0 
在 闸 点 邻 域 内 的 解法 . 
12.4.1 方程 的 正则 奇 点 


对 于 方程 的 奇 点 = 一 z ,Fuchs 假定 其 解 具有 以 下 简单 形式 ， 
uo= Yaz — "tr, 


结果 发 现 条 件 是 要 求 (z 一 z) p(x) 和 (z 一 z.)*g(z) 在 2 一 z， 点 是 解 
析 的 . 舅 一 方面 ;Frobenius 则 从 假定 zy 和 akz) 在 = 一 xz 点 满足 
上 述 条 件 出 发 , 求 出 其 解 应 为 上 述 形 式 . 二 人 从 不 同 的 出 发 点 得 出 
间 样 的 结果 , 从 而 引进 下 面 的 定义 . 

定义 : 若 (z 一 zx) plz) 和 (z 一 z.)g9(z) 在 xz 点 是 解析 的 , 则 z 
二 zr 点 称 为 方程 的 正则 奇 点 ,否则 为 非 正则 奇 点 .同时 ,在 = 点 邻 


域 点 一 ja (z 一 zo" ?形式 的 级 数 解 则 称 汶 方程 的 正则 解 ， 


例如 ,Legendre 方程 ( 见 12. 3.2 节 ) 
d*m 2z di 3 


de 1 — Zidz | a0 2 
有 三 个 奇 点 : xz 二 土 1 和 * 一 co 它们 都 是 正 出 奇 点 . 因为 在 > 一 1 
点 ， 


i 二 0， 


(21) 2 2z 1 二 +(z—1) 


2 和 ? 
1 Ea 1 十 鱼 1 十 广 作 一 了 
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2:_ 3 -3 二 2 -3 1 一 = . 
一 下 
4 人 一 2 一 4 十 2) 81+ le 


它们 都 是 解析 的 ;对 z 二 一 1 点 ,可 得 类 似 结果 . 对 于 == co 点 , 作 
变换 = 一 二 后 ,在 二 一 0 点 有 


Dw 2 
ZipitX1) 一 = 一 -| = 二， 
1 
2 _ | 3 
THE) = ee 1 一 4Ks 1) 于 
它们 也 都 是 解析 的 . 


12, 4. 2 正则 解 的 指标 方程 


微分 方程 在 正则 奇 点 < 二 z. 邻 域内 的 正则 解 是 
uO {2— 2 ale 一 ZL)", 


将 上 式 代 入 一 般 形式 的 微分 方程 后 符 易 得 到 
C2) an XX Ln+t pie 1) 


十 (十 pfz PE) Tg = Db. 
由 此 可 见 , 阁 (zz 一 zp 和 (一 zgCz) 在 zt 点 是 解析 的 ,就 可 
展 成 (z 一 zx) 的 罕 级 数 , 从 而 可 得 确定 系数 a, 的 递 推 关系 . 这 就 是 
前 而 所 指出 这 的 正则 解 与 正则 奇 点 之 馈 的 关系 
桂 列 是 ,对 于 上 一 0 的 项 将 会 有 
[pcp 一 1 十 ppo 十 Gojao 一 如 
其 中 
po 一 lim(z 一 Zp(lr), 


go — lim(z 一 zr) gC). 
由 于 总 可 选择 ao 天 0 因为 ; 若 do 一 忆 而 21 天 0 则 可 今 a = 二 1 a 于 


是 有 a 二 a 关 0) ,结果 得 到 
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有 1 十 po 十 2 一 


此 为 确定 指标 po 的 方程 , 称 为 指标 方程 ， 
例 1 一 二 伟 ++w=0， 


和 一 站 是 其 正则 奇 点 ; 易 短 zu 一 一 1,9o 一 0, 指 标 方 程 是 
一] 一 站 二 站 站 一 2 一 站 
两 个 指标 是 疡 二 2,pa 一 0. 
例 2 dg 1de | 1,— 
对 正则 奇 点 的 一 0D, 有 指标 方程 
BR 一 1 一 有 十 1 一 (人 一 1 一 避 
两 个 指标 是 p) 一 ps 一 ]， 


du ,1+2edu 1 _ 
例 3 EE 2x dz 2 一 0， 


对 正则 奇 点 =: 一 0, 有 po 一 方 ,9o 一 一 分 ;指标 方程 是 


1 1 oo 1 
pp 一 D 十 二 p 一 十 一 Cp 一 Dp 十 汪 }=0， 


两 个 指标 是 p, 一 1,p, 一 一 去 


所 以 ,指标 方程 的 根 aps 有 两 种 情形 ， 
17 记 一 Ps 关 0 或 整数 ,如 例 3. 
在 确定 a. 的 方程 中 分 别 令 p 二 p, 和 p 一 ps 可 得 其 个 解 


一 Ce Car) pe C22)" 和 
性 


型 2 一 【让 一 科 r1 >, {an ) p=p, Ce zr 
四 


则 通 解 为 # Aut Cota. 
2) 一 记 一 00 如 例 2) 或 正 整 数 ( 如 例 1). 
这 种 情形 下 的 两 个 解 是 : 


tl 一 【《z 一 ZN > Can) pop Cz — 2 Oo (pmp 
性 


《 胖 Tr)" 


us Wiln(z— zr) 十 《xz 一 =) 5, | Ba, 


0 唆 ] | 
- | 学 | 
ef p=p, 


后 一 求 和 号 中 , 当 P= A 时 从 1 开始 , 吾 则 从 0 开始 .顺便 指 出 ,在 
某 些 特殊 情 帝 ,Pp 一 ps 一 正 整数 时 有 可 能 没有 对 数 项 . 


12, 4.3 ” 超 几 何 微分 方程 了 名 


下 面 将 以 起 几何 微分 方程 
zt1 一 z) + 一 (a 十 B+ 1)z) } 公 一 spu 一 0 
作为 其 体例 子 , 进 一 步 曾 明 求 正 则 解 的 步 怠 . 
《1) 三 个 正则 柯 点 的 Fuchs 型 方程 
这 个 方程 有 二 个 奇 点 : zz 一 0,1vce 它们 都 是 正则 奇 点 . 前 两 


个 比较 显然 ,这 里 对 x 一 co 点 略 作 说 明 . 在 x. 二 o0, 令 x1 一 二 , 则 得 


二 三 ,| +), 
pitz1) 一 | sp[ 土 ]= 汪 | 一 


g1{21) = :ea 人 [二 | 一 一 了 * 7 
可 见 此 点 基 方 程 的 正则 奇 点 . 总 之 , 凡 pCz} 极 点 的 阶 志 1 和 gCz) 
极点 的 阶 委 2 的 ,都 是 方程 的 正则 奇 点 . 
所 有 奇 点 都 是 正则 奇 点 的 方程 称 为 Fuehs 型 方程 . 由 于 用 分 


sp— ct—a 
gg—at~—e 


之 一 


TD EE. 工 Whittaker; G, N, Watson, Modern Analysts, Cambridge, 4th ed ， 
1927: Ch. XIY. 


多 王 竹 谈 . 吝 敦 仁 : {特殊 机 数 概论 }; 北 京 大 学 出 版 社 ,北京 ,3000; 第 四 童 及 第 
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可 以 把 任意 三 个 点 apc 依次 于 为 0,1,50; 所 以 说 超 几 何方 程 是 
具有 三 个 正则 奇 点 的 Fuchs 型 方程 的 原型 . 
例如 ,球面 坐标 下 用 分 离 变 量 法 解 Helmholtz 方程 
《ww 十 太一 站 
时 ,得 天 下 列 方程 


[ats jlsin0 i + [ee+D 一 je 一 0 
令 二 cos8 ,v0 二 加 (站 后 可 化 为 连带 Legendre 方程 ， 
-ttn hb=0 
其 解 是 连带 Legendre 东 数 (mr 了 关 0); 当 mm 一 0 时 ,方程 称 为 
Legendre 方程 ,其 解 是 Legendre 函数 . 
上 述 方程 的 三 个 奇 点 上 一 士 1,ce 都 是 正则 奇 点 , 于 是 ,如 令 > 


1 
A 1 —] ce 


1 一 入 
7 0 1 


守 [ 二 OD 


变 为 与 超 几 何方 程 的 三 个 正则 奇 点 二 一 0,1,co 一 致 ， 

所 以 ,下 面 将 只 讨论 超 几 衙 方程 的 解 . 此 类 型 中 其 他 方程 的 
解 , 则 可 通过 适当 变换 面 推 得 . 

《2) 指标 方程 及 指标 


对 于 超 几 何方 程 

2 (1 一 a — epu = 0, 
__ tt De 7 Ws i ” 

Pl2) = Tz) = 2—1 
ac 一 一 区 全 二 ~- _ -上 吧 ， 


(1 z— 1 
在 =, 一 0 和 2 一 1 的 指标 方程 及 指标 可 分 别 求 得 为 
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z- 一 0 pa 一 1 十 2 一 pe 一 (1 一 7 一 0， 

站 一 间 和 疡 一 1 一 >y， 
2 一 1 pp 一 地 十 at 十 2 十 站 一 办 
一 pLe 一 人 一 4 一 有 一 0， 
D1 二 利 pr =7—a—B. 
在 x 一 oo, 令 避 一 二 后 , 超 几 何方 程 变 为 
xz,(1 — 0 3 十 [G 一 < 一 永 一 (2 一 27o] 种 十 上 
二 必 ， 


lim [pi (21)] 一 lim Uda- (2 a 
2 一 人 = 一 


1 一 zi 
= 一 女 一 a， 
limL*ig (z1)] 一 lim ,Te ~ apt 
可 求 得 指标 方程 为 
fp 一 17 十 PE 一 aa 一 由 十 ap 一 (一 ap 一 有 一 0， 
两 指标 为 < 和 8. 


前 面 曾 措 出 ,正则 奇 点 令 域 内 的 正规 解 可 由 该 闸 点 的 两 个 可 
标 给 出 . 因此 , 超 几 何方 程 的 全 部 解 可 用 PP 符号 表示 为 


0 1 Oo 
u{tz)}—=P 站 0 人 
1 一 了 一 一 月 启 


(3) zx 一 0 邻 域 内 的 正则 解 . 超凡 何 芳 数 
现在 较 详 细 地 来 求 超 几 何方 程 在 x. 二 0 点 的 正则 解 . 令 ( 注 意 
uo 0 
u= {zz — Oiago tt etz — 0) ae — 0 二 +} 


一 ye. grtn, 
将 此 解 代 入 微分 方程 
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z 人 一 2 十 父 一 (十 十 1)z) Pe af 


z 阶 砂 
二 内 ， 
注意 到 它 共 有 二 阶 步 ,将 其 标清 楚 后 ,即刻 可 写 出 


之 anf(p 十 ma 十 于 一 十 YX 十 下))zp 1 


用 一 省 


一 Dm {lp 二 nj(tp 十 nn 一 1) 
由 二 中 


十 《ee 十 请 十 1)6o 十 2 十 eB}ert" 一 个 
或 者 ,在 第 一 行 中 将 m=0 项 单独 写 出 ,再 将 通 项 中 的 a 换 为 十 
1, 并 经 简单 代数 运算 后 上 式 变 成 


ao{plP Oo— 11) + ole lt Sarritp tit Dptnt Yt 
于 一 心 


Zap +at ept nt De 一 1 


自 变 量 同 次 竺 的 系数 和 应 应 为 零 . 于 是 ,x”!' 的 系数 为 零 ( 及 ao 关 0) 
给 出 指标 方程 

站 一 1 十 2 一 小 ， 
可 解 出 两 个 指标 pi 一 0 和 ps 二 1 一 7, 正 如 前 面 曾 求 得 的 . 通 项 =ef* 
的 系数 为 零 则 给 出 确定 a, 的 递 推 关 系 


,+n 二 a)(p 十 nn 十 记 ) 
pnt DP+ant7) 


因此 ,给 定 ao 了 关 0, 即 可 求 得 a1, 由 ai 得 a;,-…, 现 在 将 系数 a, 具体 
写 出 为 


位 1 一 


nr Oo Ol 


《pp 十 如 六 到 十 2 
(pF Io 7 


2 +OP+tatl p+ Petet 
: (p++ m+n p+r?+i+1) 


六 0 


3 和 3 


《站 十 yn 十 Pa 
《十 138 十 YY 


Un 一 


其 中 
CAN 二 1 Aj 一 A 十 1 十 2 一 ]) (nn 让 1). 
于 是 ,此 正则 解 可 写成 ( 令 ao 一 1) 
人 
所 以 , 超 几 何方 程 在 z: 一 0 点 邻 域内 有 了 丙 个 正则 解 , 分 别 对 应 
于 指标 pj 一 0 和 ps 二 1 一 7 
对 于 训 ==0 的 第 一 解 为 


[1+ 8 + et DD BC8 十 1) ， 二 
= *2 px 十 1) 


wi 


Cora CB) 
一 > a1 7) =F(le, PY,2); 


其 中 用 了 (1 一 1。2。3。…，m 一 mn tn 的 阶乘 ). 这 个 级 数 称 为 
超 几 何 级 数 ,其 惧 傅 半径 为 1, 在 收敛 圆 |z| 过 1 内 代表 一 个 解析 函 
数 ; 它 可 解析 延 拓 到 (可 能 除 > 一 1 和 二 吕 两 点 之 外 的 ) 全 z 平 面 
而 称 为 超凡 和 何 匣 数 . 
应 注意 到 ,对 超 几 何 落 数 有 
Fla,B;7;0) 一 上 ， 
下 Cr, 有 ;YY 一 下 [有 ay 各]。 
对 于 ps 一 1-.7 的 第 二 解 , 当 7 不 等 于 整数 时 为 


_ jp Cp + ops + P), 
ma 2 pr tp, FY 


过 Te 一 
一 zz-PFIL 一 7 十 ae 1 一 YY 十 有 2 一 Yiz)》， 
还 应 指出 ,对 于 上 述 两 个 正则 解 和 和 如, 当 六 >1 时 (一 7 天 0 
或 整数 ) ,在 z= 二 0 点 的 有限 而 wz 无限 .一 个 解 良 态 而 另 一 个 解 
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n= 全 


病态 ,这 是 正则 解 的 一 般 现 象 ， 
有 了 两 个 线性 无 关 解 wu 和 wz, 于 是 ,方程 的 通 解 可 表达 为 
Oo cui 十 Coto. 
超 几 何方 程 在 zx, 一 0 邻 域内 的 两 个 正则 解 
ul 一 Feoe,d;? ;2), 
us = FO — Yaoal Yi hi2— Yiz); 
其 中 as 是 在 7 不 等 于 束 数 的 假定 下 得 出 的 . 若 yY 一 1, 则 显然 有 ze 
二 zw ,因为 这 时 两 个 指标 ms 王 1 一 ”与 p= 二 0 之 值 相 同 . 对 于 此 情 
况 ,可 采用 先 从 xs 威 去 志 , 然 后 再 取 Y 一 1( 即 p>0) 的 极限 这 程 ， 


这 样 可 获得 对 数 项 :也 就 是 说 ， Wd 0] .结果 得 到 7 一 1 


《有 即 ps 王 p= 二 0) 时 两 个 正则 解 应 
= Flayp;l;2), 


加 一 (ns)F as Bslss) + (BFP+ ept Pio 二 7iz | 
后 者 还 可 写成 
uz 一 《lnz)zan 十 >) 2 


,B+ op tA), 
” nl1tp 二 7. " 
这 正 是 前 面 曾经 指出 过 的 . 
(4) z- 一 1 邻 域内 的 正则 解 
至 于 zr 二 1 邻 域内 的 解 , 可 通过 z~*1 一 = 的 变换 来 求 . 经 过 变 
换 后 ,所 得 微分 方程 仍 是 超 几 何方 穆 , 只 是 参数 有 所 不 同 
zl] — 2 I oP, 二 oa BY, 
新 方程 的 奇 避 0 对 应 于 原 方程 的 奇 点 1 ,新 方程 的 两 个 指标 则 为 0 
和 YY 一 a 一 8B, 因而 可 由 上 述 的 ,ws 立即 得 出 z,==1 邻 域内 对 应 的 
两 个 正则 解 为 
us = FaB;yi + et p77;] — 2),， 
zs 一 《一 sm ar Pl—a— Bi?;l— £); 
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这 里 ,对 a 假定 yY 一 4 一 月 不 等 于 整数 . 
(5) z. 二 oo 邻 域内 的 正则 解 
对 于 z= 二 oo 邻 域 内 的 情况 ,首先 通过 = 一 立 的 变换 得 到 


4 十 矶 1 站 1] 放 卫 名 十 疗 ] 全 1 村 一 0， 


le Pi) (2 Oz 


pitz1) 一 | 21) 


和 H 
zl -一 1 " 


两 指标 为 a, 有 8. ea 二 ziv 的 恋 搞 ,容易 得 到 
和 < 十 plzi) 哇 + g(xi)v 一 0， 


91¢212 二 


(toe (2 20 一 7)z 


zitl — 21) " 
ata— 1) 
位 


1 


prl21) = p121) 十 | < 一 
] 


qu(zD) 一 全 (zi 十 P12) 十 
atl 二 er) , 
zitl 一 他 " 
此 方程 弃 为 超 几 何方 程 ,两 指标 为 0,8 一 2; 相 应 参数 是 , a,a 一 7 十 
la 一 有 十 1. 因而 可 由 上 述 的 #r ,a 立即 得 出 后 一 ce 邻 域内 对 应 的 
两 个 正则 解 为 
Ws 一 《一 EYEFEIase 一 十 1 一 有 十 1 和 zz 7， 
us 一 《一 ZIF8B 一 YY 二 158 一 ac 十 1rz ?5 
这 里 假定 8 一 a 不 等 于 整数 ,而 = 前 的 人 负 号 因子 是 为 了 以 后 讨论 时 
的 方便 引进 的 . 
(6) 边 值 问题 
在 三 个 正则 奇 点 邻 域 各 有 两 个 正则 解 ,六 个 解 中 只 有 两 个 线 
性 无 关 和 解 ; 这 些 解 通过 解析 候 拓 而 相互 联系 着 . 
另 一 方面 , 若 选 定 线性 无 关 解 zz 则 方程 的 通 解 可 表达 为 
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i = CI + cottas 

对 于 具体 问题 的 解 , 则 由 初 值 (u)4,| 把 或 由 边 值 (w)4, Cu)s 来 
确定 解 中 常数 , 以 上 是 指 常 点 (4 或 4 和 B) 耐 言 . 

由 于 在 奇 点 处 给 定 的 一 个 边界 条 件 , 它 要 比 常 点 处 的 一 个 边 
界 条 件 对 解 的 限制 多 一 些 内 洱 . 因此 , 若 在 奇 点 处 给 定 两 个 边界 条 
件 , 则 方程 可 能 无 解 ;假定 有 人 解 的 话 , 则 微分 方程 中 的 参数 必须 是 
某 些 特殊 值 ,或 者 参数 间 必 须 有 某 种 特殊 关系 ,此 即 所 谓 本 征 值 问 
题 . 

例如 , 若 在 奇 点 S 处 给 定 一 个 台 的 条 件 “* 是 有 限 的 ”, 即 可 求 
出 通 解 4 二 ci 十 czuz 中 的 一 个 常数 . 由 于 一 般 情 况 是 : 一 个 解 如 
2 在 SS 点 有 限 而 另 一 个 解 如 纪 在 3 点 无 根 , 所 以 条 件 要 求 cz 一 0. 

下 面 以 连带 Legendre 方程 


一 她 圈 一 攻 司 + t+D 一 1 二 二 一 
必 =cos6) 为 例 来 稍 作 说 明 . 通过 令 x 二 诱 (1 一 8), 可 使 之 化 为 超 儿 
何方 程 . 
由 = 一 二 (1 一 cosb),z 一 0,8 一 0,z 一 10 一 x, 从 物理 现象 知道 ， 
z 在 = 一 0,1 二 点 一 定 得 有 限 . 由 于 xz 一 ctai 十 catzy wi 在 z 二 0 有 


限 ,w 在 z=0 无 限 .所 以 ,ua 在 zx 一 入 点 有 限 导致 ca 一 0. 所 以 ， 
i 一 oFa,d?Y ;ze). 


\ 
/ 人 AN 


ED 


耻 计 溃 定 于 和 沉 


另外 yw 在 < 二 1 点 有 和 根 导 致 ( 见 ,) 
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Retyr 一 aa 六) 0， 

ReA 代表 的 实数 部 分 ;这 样 得 到 方程 的 参数 之 间 的 一 个 关系 , 即 
本 征 值 问题 . 

总 之 ; 几 是 有 超 定 边界 条 件 , 就 可 确定 微分 方程 中 的 参数 或 参 
数 间 的 关系 . 如 何 确 定 的 问题 即 所 谓 本 征 值 问 题 . 

《7》 解析 延 拓 问 题 

下 面 来 讨论 解析 延 拓 问题 . 

前 面 曾经 指出 ,正则 奇 点 邻 域内 的 两 个 正则 解 ,一 般 情 沈 下 ， 
其 中 一 个 解 在 奇 点 处 是 良 态 的 , 另 一 个 解 则 是 病态 的 ,如 图 所 示 . 


\ 


gr 
若 Sp 和 Sa 是 二 正则 奇 点 : 
在 Ss 的 二 解 是 zip 政 usp 
在 Sa 的 二 解 是 wa 及 xsa 
则 有 
于 一 pp 十 ceplisp = CQ 十 《2Q82Q。 
上 所 请 解析 延 扫 问题 ,就 是 知道 we 及 az 如 人 司 去 求 它们 在 Sa 邻 域 
的 表达 式 的 问题 ; 即 求 
ulp = cliouiq + ciqtsa， 
也 即 确定 cia 及 cia 的 问题 . 
当 z& 在 Sr 及 Sa 是 有 限时 , 则 由 
# 一 ciptip = ciplelouo 十 einataa》 
可 知 ,要 求 xsa 为 有 限 导 致 方程 参数 和 需 满足 的 条 件 . 所 以 ,本 征 值 问 
题 可 看 作 解 析 延 拓 同 题 的 特例 . 
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解析 延 拓 问题 的 重要 性 在 J 蔡 已 知 zi 区 zsbhy 和 并 知 于 一 1 下 1P 
十 capzsby 和 欲求 离 So 很 近 一 点 的 #z 值 时 ,如 果 知 道 xia 及 zsa, 并 知 
Wir 和 和 zzp 在 Sa 邻 域 的 延 拓 表达 式 , 会 得 到 * 在 该 邻 域 收 伍 很 快 的 
级 数 ,很 容易 计算 ;否则 的 话 , 直 接 用 wip 和 wsp 会 收敛 很 慢 , 不 便 计 
算 . 

关于 这 类 解析 延 拓 问题 ,一 般 采 用 (1) 级 数 变换 的 方法 ,或 (2) 
周 线 积分 的 方法 . 

超 有 几何 函数 的 延 拓 问题 已 经 做 出 ,结果 举例 如 下 出 各 

在 < 一 ce 邻 域 内 的 两 个 正则 解 是 


“ax 一 7y+lia 一 8+1 工 |， 
1 


zs 一 【一 站 


Ws 一 (—z) HF{p,B— ?+ 148 一 ea 十 1 十 上 
zi 一 Fay piyiz) 在 一 ce 邻 域 内 的 解析 延 拓 是 


Hl 一 Fila,B;Y ;2) = csus 十 1 


TOOT(B a) 
C1.5 一 Per oarp) EJ 


_ TOOT(e pp) 
lt Tey Pyroa) $ 


其 中 TCE) 是 12. 2.6 节 中 所 证 义 的 工 函 数 . 
在 = 一 1 邻 域 内 的 两 个 正则 解 是 
fs 一 下 (aspia 十 站 一 了 十 151 一 =)， 
zt 一 (1 一 2 一 FFO 一 ay 一 可 一 4 一 有 十 1 一 =)， 
机 一 F(ayB;7Y;z) 在 xz: 二 1 分 域内 的 解析 延 拓 是 
uC—Fta Pie) cu teas 


_ TY—a—AP(Y) 
i 


[二 


DD Whittaker, Watson, Modern Analiysis, pp. 280,291. 
是 ” 王 竹 疙 , 郭 敦 仁 ; 《特殊 瑞 数 慨 论 3,4.8 节 ， 
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Tiat+B -NTO) 
4 TATA) 


12.4.4 Legendre 方程 人 @ 


(1) 连带 Legndre 方程 与 Legendre 方程 
前 面 [12. 4. 3(1) 节 ] 曾 经 引进 连带 Legendre 方程 


2 dr mm -一 
G 一 妇 生 一 弥 必 + 4+ Tm 0, 
它 的 三 个 正则 奇 点 蚌 扣 一 士 1,2e ,将 它 写 或 


村 zw 1 dv 
+ 人 二 
m’ /2 m2 v 
+ (后 和 2 ¢—1 1 + DI eri 
-= 00, 


容易 求 得 pe( 土 D) 一 1vgo( 士 D 一 一 下 以 及 
potoo) = lim {2 一 plz)} ~ 0, 
Gofco) = lim {zg(z)} = LQ 1); 
于 是 ,相应 指标 由 指标 方程 pCp 一 1) 十 pop 十 qo 二 0 求 得 分 别 为 
土 字 以 及 二 1, 一 4 
连带 Legendre 方程 的 全 部 解 可 用 了 符号 表达 为 


十 工 一 1 局 

m m | 
v(t) = P41 2 2 til: ob 

mR mm 

2 2 


应 该 指出 , 当 mr 二 0 时 ,连带 Legendre 方程 化 为 Legendre 方 


DD E.T. Whittake, G.N. Watson: Modern Analysis, Ch. XY, XIV. 
镶 王 竹 澳 , 部 国 仁 ; {特殊 沙 数 概论 } 第 五 章 及 第 二 童 . 
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程 . 

(2) P 方程 的 变换 出 

利用 P 方程 的 变换 ,可 将 连带 Legendre 方程 的 解 用 超 几 何方 
程 的 解 子 以 表达 . 

首先 ,通过 自 变量 的 线性 变换 z 一 方 (1 一 ,可 将 名 一 十 1 
一 ] :co 或 为 ZI,1] 00. 同时 相应 指标 不 变 . (一 般 而 盲 ;分 式 线性 
变换 只 改变 奇 点 而 保持 相应 指标 不 变 ,) 因 此 有 

1 一 1 ce 


7 于 
v(t)— Pp4 2 2 tl: ¢ 


嚼 一 方面 ,关于 措 标的 变换 ,一 般 有 


a fs, Oo 
a 十 卡 , EE 十 上 由; 的 一 上 -一 开 -| 


az 十 大。 Bk ys 一 RO ks 


a 5 oo 
— {2 — a)(z 一 | BB Ys | 


a ps 六 
对 于 现在 的 情况 ,最 后 得 到 


加 王 性 祷 , 郭 就 仁 : {特殊 函 元 概论 },2.3 节 . 
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La ， 
vl)— Ps 2 2 tis % 
mn _ 
2 2 ‘ 
0 1 OO 
mh a 1 一 
mm __ 
2 2 
0Q 1 CO 
一 21 — "Py 0 0 十 更 十 1; 二 |， 
-mm CO— mm 一 Tm 
_ ra _ m2 
关中 用 了 [下 [1 二 2 
与 超 几 何方 程 的 P 方程 
0 1 Co 
gt{z}=P 0 要 0 世 
1 一 7 一 人 一 月 8 


比较 ;得 出 a={i 二 mm 十 1; 记 二 -ltm7=1tmr= lt. 


《3)》 连带 Legendre 国 数 与 Legendre 函数 
按照 上 一 小 节 的 结果 ,得 到 连带 Legendre 方程 的 一 个 解 是 连 


带 Legendre 国 数 
msm TUFm 二 +]1) 
Pr(s) 一 《一 ) Pm! 工作 一 得 十 1) 
1 二 人] ， 


x FE 十 关 十 1 一 了 十 黄 二 十 澡 ， 


而 Legendre 方程 的 相应 解 是 Legendre 国 数 
1 — 
PPD ~ Fi 41, 一 01 2 ]. 
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注意 到 超 儿 何 函 数 
Fla,B;17Y;3z) = >,) eh 
之 间 的 下 列 关系 : 
1 Do 
TF Cap sz) = 之 ， (一 17IC7》 1 


aaB Ca DB + 1),, 
-7 mH 


= FFEa + 1,8 + 1;7 + 1;z], 


F(a, Brysz) 二 Pnp (a 十 mB 十 ma 十 mm ys 


容易 得 到 D(C 当 mx 为 正 整数 时 ) 


a n sd 
Prib) = (— "(1 — 6)? de Eb). 
这 也 就 部 分 说 明了 P7( 纪 中 引进 (2rm1D-o 二 到- 系数 的 原 


因 . 
(4) Legendre 当 项 式 吕 
表面 (12. 3.2 节 ) 曾 经 求 过 Legendre 方程 在 其 常 点 $= 二 0 点 
邻 域内 的 级 数 解 v(t) 二 > ja ,得 到 下 列 递 推 关 系 
adautit+y) 
tz nT2) 
容易 求 得 


时 ”这 里 诺 用 了 了 Tti 土 十 十 1} 二 十 ix)Y! 和 
《一 站 ws 一 《一 站 (一 :十 1 一 十 十 一 1) 
= "nl1) 
={— jm" AO—m)!, 
十 m= Cm A ls =ml!: 
以 及 由 = 一 二 得 入 一 ( 一 "2 入 
号 ” 王 竹 渴 , 郭 部 仁 . {特殊 了 务 歼 概论 },5.2 节 ,5-3 节 . 
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_+ 
vt) =ao 5 2 a ta 
"1 二. 2 
| 
其 中 Fo,8,74z) 是 超 几 何 函 数 . 
显而易见 , 当 ! 二 0,1,2,…: 时 ,有 ars 一 4am 一 一 0. 克 车 1 为 


偶数 , 则 前 者 为 次 密 项 式 , 而 后 者 为 无 穷 级 数 ; 若 :为 坷 数 , 刚 后 
者 为 上 钦 密 项 式 , 而 前 者 为 无 穷 级 数 . 由 前 述 Legendre 硝 数 以 可 
以 是 非 整 数 ) 可 知 , 当 71 一 0,1,2;… 时 , 它 变 为 Legendre 名 项 式 , 其 
最 高 次 项 的 系数 是 
地 十 12 以 一 2 二 | 《2 。 
2 


F101 2 041)? 
于 是 由 上 述 递 推 关系 ( 何 推 ) 可 得 
_ (201 ED, 
上 :一 rT 2 — 1)* 
i DU DW) 
Toa a 1 3 | 
_ 20D! 二 一 上 工 _7z- 
= Pt | 2 2 "| 
lo (2 一 2r)1 > 
一 2 2 ) rT TY “ 
1 7 
中 | 二 | 表示 迄 生 的 最 大 整数 . 
Legendre A 


Pt) = 5 起 宅 一 


称 为 Rodrigues 公式 . 通过 二 项 式 展开 后 直接 求 导 可 得 上 面 的 最 
后 一 个 展开 式 , 此 即 证 明 . 
下 面 列 出 前 几 个 Legendre 儿 项 式 ， 
35 和 4 


Ptzx)=1， 
P(x)=x， 


Pa(z) 一 十 (3z2 一 1) 和 


P(x) = (5 —37), 


Pu,(z) 一 去 (35z4 一 30z? 十 3)， 


Ps(z) 一 十 (63z5 一 70zs 十 15z)， 


PsCz) 一 二 (231zs 一 31524 十 1052 一 57， 


P,(z) 一 让 (429z?- 69345 315x— 35x). 
(5) 递 推 关 系 人 人 @ 


首先 , 列 出 Pi(z) 的 主 玫 递 推 关系 如 下 : 
+ DP 十 中 -一 (2 十 1)zP， 


Pp,,, 一 所 十 < 十 12P,, 
a | | 
jh 王 禄 JJ7P， 一 + 上， 


Py 一 CP, 一 【2 十 19P., 

《 工 rs Lp, 一 一 tE，， 一 txP, 

(一 2 EP Ut+ DeP— d+ DP 
利用 Ptz)y 的 生成 函数 


(1 一 2zt + 1) 2 = SP(z)e, 
== 站 


D 王 性 溪 , 部 训 仁 :特殊 耳 教 概论},5.5 节 ,5.13 节 ， 
久 HH. Bateman: Partiad differentios Equeaidions of Mashermatical Physicss Pp. 360. 


355 


通过 两 边 对 上 或 对 工 求 导数 和 一 些 代 数 运算 ,并 比较 两 边 上 的 同 
次 方 的 系数 ,以 及 其 他 简单 运算 , 即 可 得 以 上 请 关系 ;其 悚 证 明 从 
办 
其 次 , 列 出 PF C(x) 的 主要 弟 推 关系 如 下 ; 
《2 十 1)zP” = G+ Mm)P™) + (m+ 1)P™,,, 


Pr ,mzpr+ 0 — mt 1 — x)iPr, 
Pr ,一 zPr Um — zx)iPpr, 
(1 一 zx)3Prt = (m+ DP Ut m+ 1)zrP", 
(一 xz EPrD= Gt DePprlr) — UU— m+ DPrACz) 
= 二 m)Pr (x) 一 PIT) 


利用 下 列 公 不 
Priz) = (—)"(] — zr)3 -PCz)， 
可 以 很 容易 地 从 Pi(x) 的 递 推 关 系 求 出 Prir) 的 土 述 递 推 关 系 ; 具 
体 推导 队 了 略 ， 
《6) 正 交 妇 一 关系 了 人 @ 
Pr(z) 满 足下 列 正 交 归 一 关系 
! 2 + mn)! 
| PrPrde = FI Um 
1 nm dr 1 Um)! 
|_ PrPr 1 mm 


证 明 如 下 . 由 P7 和 PF 所 分 别 满足 的 微分 方程 得 
fla Pr frr ~ Pr daPr) | 


2 一 更 


-PnP ， 
1 


= [二 1) id 十 1]P7P7 一 


中 王 性 虱 , 病 就 仁 ; 《特殊 丙 数 概论 },5. 12 节 . 
名 Bateman, PDE of MP, pp. 362— 364. 
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求 其 积分 ,左边 的 积分 为 零 ,结果 是 
[CC 二 1 一 Per 十 D]| PnPr dz 


Prpr 


一 二 


= Cm 一 "| zdr; 
因此, 正 交 性 得 证 , 即 


1 
PP Pdx = 0, 荐 7 天 六 ， 
一 1 


[ dz 一 0， 和 若 吧 尖 现 : 
下 面 来 话 明 
1 2 Cm! 
|_EP; dr HI mr 
从 递 推 关 系 
G27 十 DzPr = (+m)Pr + Co— m+ DP, 
出 发 ,分 别 乘 以 PR 和 Pr ,并 积分 得 到 


1 1 
(一 mm 二 ,| [Pr Td 一 (25 十 | zPriPrdz, 


C+ m)| [Pr, Ydz 一 《2 十 D|_zPrPr dz, 
这 里 已 利用 了 正 交 关系 , 在 前 式 中 令 /一 ! 一 1, 并 利用 后 式 , 可 求 得 
(2 十 1C 一 m)|_ [Prydz = (2 — DU zx) [Pr dz 

由 此 递 推 ,容易 得 到 
[ryder = YF a ry) CEPSJar 
因为 


(一 )rP*(z) 一 《1 一 22)3 1 


dd"™ 
ddr" ™ 2 1 32 
~ (2m — 1)11(1 — x)?, 


mil(l— x) 
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这 里 (2 一 1711 一 1 3 {22 一 1], 了 于 基 中 
1 1 
| [Przr)y]sdr 一 [CC2m 一 1)1 :| (1 一 xz)"dzx 


一 om om + 1 2! 8 
代入 后 即 得 欲 证 明之 关系 ， 
再 来 证 明 
| LPrCx )j] 7 dz = mx my 
从 递 推 关 系 


bi 


dP 
的 f 
(1 rz) 届 工 


= 二 mm)Pr — ixPr, 


dPr 
(1 一 xz) a = xzP CO— CU — mIP" 


所 发 ,分 别 乘 以 人 一 到) PP 1 和 (一 z*)"!P? 后 相 加 ,再 积分 ,可 以 
得 到 


C 十 oo [PCz)] 3 


i 
一 (一 | [Pr Cr) = dz 
, 一 


-证 


外 这 里 应 用 了 下 列 积分 结果 
全 (1 一 randr 一 2 一 (2 , 


KZzH 十 1371” 
推导 如 下 . 首先 ,他 一 cos， 
1 1 四 
| (1 一 rajrdz = ?| (1 一 za)ndz = 2| sin>+gd6; 
一 1 站 | 
再 用 分 部 积分 


二 重 互 
上 sin+ Bd 一 《一 os 机 ip2ap 7 十 zx| COgZBsinzr 一 0 六， 
外 


于 是 ， 
主 Bin m1 一 2 一 上 
| sth de 2 27 十 2 ET de 
一 (2m)11 | 《2m31 1 
“2 十 1。 singdg — 2 Tow 117 
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1 
= 加 -全 FP7P7 dz 一 0 ( 若 m>> 0)， 
于 是 ,利用 前 面 的 结果 ,可 以 得 到 
| Preol 3 


1 


Fm PT 
Cr amy] ,Pe 


导 工 

1 x 
mn)l 2 六 ml 
-DG 一 dz 
如 十 现 ) 

(i mt 


.1 
nm 


得 证 . 
顺便 指出 , 邻 症 = 时 得 P(x) 的 正 交 归 一 关系 


人 PP, (zjdz 一 i 

间 时 应 该 指出 , {P(r)} 和 {FP”7Cr)} Ci 宇 zm2) 分 别 枸 成 区 间 
[一 1,1j] 中 的 完备 的 正 交 函数 系 . 任意 一 个 在 区 间 [ 一 1,1] 中 连续 
自在 端点 为 零 的 函数 了 (x) 可 以 用 任意 阶 (9m) 的 连带 Legendre 画 
数 Pr (zz) 在 平均 收 钱 的 意义 土 展 开 为 


fr) = DaPr (x), 
fm 


其 中 


+l1 (Um)! 


1 
i ? Gr Fr)P: Crdz, 


12.5 非 正 则 奇 点 邻 域内 的 常规 解 


对 于 二 阶 线性 常 微分 方程 


时 
9 十 pkz) PE 十 中 一 站 


的 求解 .首先 看 和 欲求 解 区 域 的 性 质 , 若 在 常 点 邻 域 则 可 采用 
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Taylor 级 数 解 ,者 在 正则 奇 点 邻 域 则 可 求 其 正则 解 . 现在 来 考虑 
非 此 两 类 迟 况 下 的 另 一 类 解法 . 


12. 5.1 方程 的 非 正则 奇 点 
车 一 点 一 zr 茎 非 方 程 的 常 点 ,又 非 其 正则 奇 点 , 则 称 为 方程 


的 非 正 则 奇 点 . 
例如 ,微分 方程 
4 二 [ea 十 过 士气 j 一 0， 


Plz) = 0, GZ =a 十 之 十 坟 ， 
z 一 0 是 g(x) 的 二 阶 极点 ,所 以 是 方程 的 正则 奇 点 .再 看 = 一 co 点 ， 
经 二 汪 变 换 有 


2 1 [二 = 之 
P11) 名 1 zs? 1 ei 
土 | 一生 bb cc 
qT1(2) 一 9 zi i 


zl 一 0 是 (zi) 的 单 极 点 ,是 gitzi) 的 四 阶 (a 隆 0) 或 三 阶 (a 二 0,。 
关 人 ) 极 点 ;所 以 ,z= 二 * 是 方程 的 非 正则 奇 点 ;只 有 在 a= 二 8 一 0 时 才 
是 正则 育 点 . 


12. 5.2 常规 解 
者 zs 二 2 是 方程 的 一 个 非 正 则 奇 点 , 则 可 试用 下 询 形式 的 常 
规 解 : 
# 一 ed? > a ", 
其 中 Q(z) 是 z 的 老 项 式 . 
首先 ,以 简单 钢 子 来 转 明 此 常规 解 想 法 的 由 来 . 


考 串 下列 一 阶 微分 方程 
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dz 

dz 

xir 一 0 是 方程 的 非 止 则 奇 点 . 人 : 
du 


于 


+ 全 十 过 十 训 一 


节 


-一 [全 凸 各 十 三 三 jdz， 


Ini = — alnz 十 过 十 2 十 CcONnsSt, 
# 一 Cz—el tg "| . 
这 才 3 引 起 上 述 常 规 解 的 想法 . 
下 


ge 5 < 十 plz) PE 十 好 KE = OO, 


假定 它 在 有 省 提 外 车 令 妈 二 es 中 vtz》 ,代入 上 述 方 
程 后 得 出 wtz}) 的 微分 方程 


9 | pg :sz) 瑟 + gq’ Cz)v = 0, 


pp’ 2) = plz) 十 20' (2), 
了” (2) = ge) pI Cz) + 2) + LO C2) }; 


则 要 求 vtz) 应 具有 正则 形式 解 v(xz) 一 牛人 之 aoz 将 此 形式 解 代 


入 后 一 方程 ,经 过 分 析 可 得 下 面 的 定理 : 在 极点 型 非 正 则 奇 点 邻 
域内 存在 一 个 正则 形式 解 的 必要 条 件 是 p' (zx) 的 阶 必 须 大 于 
9 (z) 的 阶 . 这 里 函数 的 阶 指 的 是 其 展开 式 中 z 最 高 次 窒 的 指数 . 
这 个 定理 中 的 条 件 , 可 用 来 确定 包 tz) 的 具 性 形式 ,以及 从 而 确定 
P 和 a 等 . 

应 该 指出 ,对 于 方程 在 zi 二 oo0 邻 域内 的 常规 解 


一 ee are = 
的 多 项 式 久 (是 尖 定 性 因素 , 它 描 述 此 解 zksy 的 本 质 奇 点 


(zi 一 co 行为 ， 
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总 之 ,对 于 方程 的 非 正 则 邻 域 内 的 求解 ,首先 试用 常规 解 ; 如 
果 没 有 常规 解 , 再 试 别 的 办 法 . 


12. 5. 3 ”汇合 型 超 几 何方 程 吕 名 


下 面 将 以 汇合 型 超 几 何方 程 
a die 
qt 2 二 0 
作为 具体 例子 ,进一步 阐明 求 常规 解 的 步骤 . 
在 此 首先 指出 ,车 在 让 几何 方程 
| 一 z+ [7 一 《a 十 站 十 Dx] afu 一 0 
中 作 变 换 = 一 专 后 用 5 除 , 青 令 b=8 一 吕 即 可 得 上 述 方程 . 在 此 过 
程 中 ,方程 的 奇 点 则 由 0,1,.050 一 0,5,00 王 和 0 ,05; 其 中 | 仍 为 正则 
育 点 ,而 ce 万 原来 两 正则 奇 点 之 汇合 , 变 为 非 正 则 奇 点 ; 故 将 所 得 
方程 称 为 汇合 型 超 几 何方 程 . 
(1) z: 一 0 邻 域内 的 正则 解 . 汇合 型 超 几 何 函 数 
汇合 型 超 几 体 方 程 
出 :zx 
* dz 
在 正则 奇 点 z: 二 0 邻 域内 的 两 个 正则 解 容 易 求 得 为 
ul 一 下 (ayyiz]y 
Ws = x! "Fla Yl12— 7x), 


+ O00) 一 a 0 


其 中 
Flas ;zy = > 一 ”7 天 0 或 人 贰 整数)， 


[| 


称 为 汇合 型 超 几 何 函 数 ; 它 也 可 通过 上 述 同 样 变换 过 程 从 超 几 何 
消 数 得 到 ， 


Tm EE.T. Whittaker;, G.N. Watson, Modern Anailysis, Ch. RVI. 
罗 ” 王 竹 肖 , 郭 就 仁 : {特殊 函数 概论 3 ,第 六 章 ， 
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(2) zr 一 cc 邻 域内 的 常规 散 
现在 来 求 在 zz 二 2 令 域 内 的 常规 解 


Is 
和 一 edotry, vfey = er > i 
此 一 性 


代入 原 方 程 得 到 
本 本 
J + p' Cz) Te + "(rw =0, 
二 7 了 
pz 一 二 1 十 2 (z)， 
# _ YY r hn 1 2 
gz) =— +(e) +s) + [Q C2) 


此 方程 有 正则 形式 解 的 条 件 要 求 p* (z) 的 阶 大 于 9 *(z) 的 阶 , 立 
刻 看 出 Q&' (xz) 的 方 次 不 能 想 过 0, 而 且 要 求 
ze) 一 1]=0 
ie， = 0 Q(z) = (eonst 全 30， 
Ws} 二 1 Q(z) © = xz. 


因此 
一 一 】 n d 0 


dm _ .dv _ 
uv rz tt? 2) de 一 az 一 0， 


w= ev -9 十 (Y 十 zz) 名 十 CF ar 一 站 
下 面 方 程 中 ,车 令 z > ,7 一 ww , 即 与 上 面 方程 同 为 汇合 型 超 
几何 方程 . 所 以 ,只 需 解 上 面 的 方程 即 可 . 用 v 二 x* > Yas 一 代入 ， 
注意 到 这 是 二 阶 步 方程 ,容易 得 到 (注意 按 降 需 序 ) 
一 Gefp + edz" 一 Deadp — #1) 二 ele " 


+ Pai{lp ont DP)+Yp — n+ 1)}e 
nm 一 ] 


二 0, 
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z? 的 系数 Co 二 a) 一 0 给 出 p 一 一 a( 令 go 二 1) ,2 下 "的 系数 为 零 给 出 
递 推 关 系 ( 用 p 二 一 a 代入) 
lt eytn), 


7t 


三 n 


由 此 得 ( 令 2 一 ]1 
Js KaJja(t 一 交 十 1)， 


ni 


一 1= 


好 一 【一 


于 是 ， 


(nn 一 O12.)} 


7 


Hs 人 2 "> (—)" te 一 “十 1 
Cb | 


nl 


同时 令 xz 一 一 2z ,o> 一 a, 容 易 得 到 
we Halo), er! On) 
为 了 得 到 更 加 对 称 的 形式 ,可 令 
4a 一方 十 m 一 7 二 1 十 2m; 
因而 得 到 
a) ] 
1 


He= 必 nt 


~ [人 (二 jf 十 3 工 | ma 一 E 一 二 | |… 


12. 5.4 Whittaker 方程 

车 在 汇合 型 起 几何 方程 

di da 
J 20 

中 令 区 二 ez 人 wlz) ,得 到 | 

diw 1 ’ 并 

4 十 [一 十 十 [过 一 相 土 十 寺 | | 二 | = 。， 
这 就 是 在 12. 5. 1 节 中 曾经 引用 过 的 形式 (所 用 参数 不 同 }. 阁 再 作 
上 述 参 数 变换 a 二 这 十 m 一 ,7 一 1 十 2m, 则 得 Whittaker 方程: 

一 器 D 一 1 一 他 


1 
d ?re 


Pi 荆 
dx" 


1 是 ,4 
一 和 十 守 十 et 


ww 一 避 . 


上 述 微分 方程 含 三 全 阶 步 , 求 递 推 公式 很 不 方便 ,要 用 特殊 方法 ; 
如 令 西 二 e -#w, 就 可 得 到 两 个 阶 步 的 方程 


1 2 
dizww dzw 4 ”|- 
dr tdzt|z™ 2 IY™0 
也 就 可 以 按 通 常 办 法 求解 . 


然而 由 于 前 面 已 求 出 汇合 型 起 几何 方程 的 解 ,因此 按 w(xz) 一 


e222"M2w(z) 并 和 作 参数 变 欣 ,就 可 直接 得 到 Whittaker 方程 的 解 ， 
(1) Whittaker M 国 数 


Whittaker 方程 在 正则 奇 点 = 一 0 邻 域 内 的 正则 解 是 
Whittaker M 函数 ; (车 2xm 不 是 整数 时 ,它们 线性 无 关 ) 
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MC) 一 e /2 $+m) Fl 二 十 王 一 开 ;1 十 2mmiz| ， 


Nl = ew/as{ 去 -mm F| 一 一直 ;1 一 2miz] : 


其 中 Flai37;z) 是 前 面 引 进 过 的 汇合 型 超 几 何 昂 数 


Fiayr 2) -一 >， 2 完 芝 
从 二 个 中 中 


《An 一 1， (A), 一 ACA 十 1 人 A 十 n 一 1). 
(2) Whittaker W 函数 
Whittaker 方程 在 非 正则 奇 点 x 一 oo 邻 域 内 的 常规 解 是 
Whittaker W 国 数 ， 


Wen) ew(1+ Dm (4 去) | 


| — EE 一 2 十 


Wz) ~ eC— <) (1 十 Si | | 一 (z 十 1) | 


< 
应 该 指出 ,在 非 正 唱 奇 点 处 ,正则 形式 解 中 的 级 数 并 不 总 是 收 
证 的 ,; 它 实际 上 内 是 解 在 * 一 2 时 的 渐 近 展开 , 所 以 ,在 玉 4i,m 以 及 
wasU4 的 表达 式 中 用 渐 近 等 于 的 符号 “之 ”表示 . 用 渐 近 展开 ,以 取 
适当 项 数 为 富 ,因为 近似 程 户 一 般 不 能 通过 多 取 项 数 而 无 限制 地 
改善 . 
与 求 正 则 解 时 的 情况 相 类 似 , 对 于 给 定 边 界 条 件 ,如 要 求解 在 
0,co 处 为 有 限 ,同样 会 导致 所 谓 证 征 值 问题 . 
《3) 解析 延 拓 问题 
另外 ,关于 Whittaker 冰 数 的 延 拓 问题 ,给 出 其 结果 如 下 . 
[一 2872) 


1 ， 
D> 一 


Win (之) 一 hd - 《外 
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I《27 


十 ] RM (xD) 
r| 3 十 #2 一 | 
(2m 天 整数 ， |argz| < 3r72)， 
Wn 2) = M2) 
r[ 二 一 严 十 刘 
十 下 M_， (一 >z) 
r| 人 十 #4 十 | 


(2 了 整数 ， |arg( 一 2)| < 37/2); 
Tl2m + 1) 


] el 二 十 ma 一 旭 4 
r| 十 mr 十 下 


Mm CE) = 


DC2r + ]) 


] e 各 ze ") 
rl py 十 更 一 天 


十 


(2mm 天 值 整数 ， 一 于 2 < argz < 37/2)， 
Lizm 1} 


] e— (tmt) "Wn(2) 
r| 十 7 十 二 


NM 2) -一 


Ti2m + 1) 


+ 1 
TT 


e™W 一 未 + (Ze™ ) 


(2m 天 负 整 数 ， 一 3r72 < argz < xr/2). 
12. 5. 5 Bessel 方程 必 


17 Bessel 方程 
大 在 汇合 型 超 几 何方 程 


也 斑竹 针 , 郭 就 全 ;特殊 函数 概论 》, 北 京 去 学 出 版 社 ,北京 ,2000;7, 1 一 ?7.9 
节 ， 


367 


可 :7 dx 
Zt 2 = 0 


中 邻 z 一 215 ,u(t2i5) 一 全 "esytL) ,容易 得 到 
dip 7Y— 2vdy ify 一 20) | vv 二 1—Y) 
+ + [1 + + | 
~ 站; 
特别 是 , 若 y 一 2a 以 及 7 一 2 十 1 或 7 一 2 十 1), 则 化 为 Bessel 方 
程 ty 称 为 方程 的 阶 》 
dy ,1dy. | 
3 十 二 这 十 (1 和 )$ = 0， 
或 球 Bessel 方程 ( 令 v=?) 
di 2dy zi 二， 
+ 革 + [1 一 和 到 $=0. 
可 以 看 出 ,Bessel 方程 和 球 Bessel 方程 分 别 是 在 柱 面 坐标 下 
和 球面 坐标 下 用 分 高 变量 法 求解 波动 方程 时 所 得 的 径 向 方程 [ 参 
见 11.3.4 之 (3) 和 (2)], 
还 应 指出 ,通过 令 区 (的 一 5 人 , 球 Bessel 方程 可 化 为 半 奇 
赦 阶 | :十 二 | 的 Bessel 方程. 另 一 方面 ,车 令 $C(5) 一 const 5 
“TUC2 ,Zz 二 2 这; 则 Bessel 方程 化 为 Whittaker 方程 导 一 0 ,mm 二 vy) 
1 
dw 一 工 十 4 | = 0, 


dz’ 


4 Ea 


最 后 , 佑 在 Bessel 方程 中 邻 4 一 ixlx 是 实数 ), 所 得 方程 
则 称 为 变形 ‘或 点 宗 量 )Bessel 方程 . 
{2〉Bessel 国 数 
按照 上 一 小 节 的 讨论 ,得 到 Bessel 方程 的 一 个 解 是 Bessel 机 
数 
368 


一 一 _-- 1 --— 一 盛 了 ,0 
CD 


i E 1 到 十 py 

之 /一 ) roi rr 3) . 

最 后 一 行 的 展开 式 可 从 直接 求 Bessel 方程 在 z= 二 0 邻 域内 的 正则 
解 得 到 ,因为 系数 的 递 推 关系 是 


Cok—2 yt Tt 十 了 
2RC2L 十 2) 2 站 ITCy 十 类 十 1)”? 


这 里 取 ao 一 [2 十 17] 一 1， 
应 该 注意 , 当 2 不 是 整数 时 ,本 .是 与 ] (所 线性 无 次 的 另 
一 个 解 .J4,(5) 称 为 v 阶 第 一 类 Bessel 函数 ,简称 "， 阶 Bessel 函数 . 
当 v= 二 nn 一 011,20 呈 ) 时 , 因 TT( 一 1 十 十 7) 一 co (之 n) ,容易 
得 到 


如 中 一 


J- 5 一 《一 六 J()， 
本 (的 与 卫 必 ?是 线性 相关 的 . 
通 弟 及 用 


NC) = es ee 一 (5 


作为 ， 阶 Bessel 方程 的 第 二 解 , 称 为 第 二 类 Bessel 函数 , 亦 称 
Neumann 函数 . 当 "一 ” (整数 ?时 ,右边 为 不 定式 ,其 极限 存在 ,而 
有 呈 是 Bessel 方程 的 解 ,与 ].(05? 线 性 无 关 . 
还 可 引进 第 三 类 Bessel 图 数 
HG = J + N.C), 
HC ~ J 一 1 Ci 
亦 称 Hankel 国 数 ， 
显而易见 ,对 于 任何 v( 包 括 v 等 于 整数 7,],(8),N,(4)， 
HC) ,H (的 中 的 任意 两 个 总 是 线性 无 关 的 . 
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容易 证 明 , 上述 Bessel 函数 中 的 任何 一 个 ,用 了 (2 表示 ,都 


满足 下 列 递 推 关 系 、 
| 、 - 
dt) 一 A 9 
和 2,) 一 一 一 "Dl 
或 者 等 价 地 ， 
P| 十 ,41 一 2 


ul — Zu — 2 ez 


几 满 足 上 述 递 推 闫 系 的 函数 统称 为 柱 函 数 ， 
(3) 球 Bessel 逊 数 


首先 讨论 一 下 半 奇 数 阶 Bessel 芒 数 J 二 0, 土 1, 十 2,*… 


的 情形 , 它 的 一 个 重要 特点 是 可 用 初等 函数 表达 . 例如 ， 
【一 入 4 2 十 于 
Ji 人 一 > Fr 下 本 
注意 到 F(z 十 D) 一 zT(e) 和 | 于 | 一 元, 故 
re 下 让 
1 2 十 171 Vn, 


| DB £1! 


I 2 
村人) 一 A zr 和 aie = A resing. 


类 似 地 ,可 专 证 明 
-二 (5 一 Seost 


史 一 方面 ,由 上 一 段 (2) 中 前 两 个 递 推 关 系 容易 得 到 


(起 ) ezo = 
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》 


[Ae) 2) = CE "Zn 


于 是 ,可 以 求 出 普遍 的 半 奇 数 阶 Bessel 函数 为 
Wi)= Ct ce) (368)) 


-yc 二 站 下 CC 一 0 1,2，…)， 
0 = VE A) (EE 6.2.0) 


于 是 ,根据 前 面 (1) 展 中 曾经 指出 过 的 ; 球 Bessel 方程 与 半 奇 
数 阶 Bessel 方程 的 关系 ,可 以 证 六 球 Bessel 函数 如 下 


~ [i 
cs) = 25 Yaste), 


其 中 于 i 表示 tNifr4 ,Hi :Hi 和 中 任何 一 个 ,而 加 则 表示 相 
应 的 球 Bessel 丽 数 jn,hi .hi 和 ;现在 上 可 以 是 任意 药 ， 
球 Bessel 函数 满足 下 列 基 本 递 推 关系: 


Pi 十 Wit = 2 ly,, 


fh 一 ‘i 十 ] Ybrr 一 《2 十 1» 全 


《4) Bessel 国 数 的 积分 表示 
从 Bessel 荆 数 二 人) 的 级 数 表 示 
加 4 » 【一 外 1 下 2 
TOD = | | 2 妈 re rl | 


= 


出 发 ;用 TQ 十 十 1) 的 周 线 积分 公式 ( 见 12, 2. 6(3) 节 )》 


了 【和 十) 
FO 二 TRA] 三 | ed (largt| < x) 
代入 ,变换 求 积 分 与 求 和 次 序 
y CY 2 1 人 十 i 
TO= (3 > ed 
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1 【十 号 二 [一 多 | 四 
加 | 2 zi] > Ek] dr 1 e'd: (largit| < 7), 


订 得 下 列 积分 表达 式 ， 
一 a ee "Tidt Clargt| < x), 


-Ex 


注意 到 , 知 xl 一 > ,可 将 整个 周 线 绕 i 一 0 转 一 角度 a 而 不 改 
变 积 分 值 . 因此 ,将 上 式 中 的 1 换 成 br/2, 只 要 |argt | 过 x/2, 可 得 
下 列 更 简单 的 积分 表达 式 ， 

{0 十】 


= 
本. — Fi i 


上 二。 一 
2 t 


[ar 王权， large| < 可 


二) 


若 取 如 上 图 所 示 的 积分 周 线 , 于 是 有 


‘mt 一 1 
十 ] 起 冯 tr—r de) . 


前 一 积分 中 令 += 一 e", 后 一 积分 中 令 上 一 e 变换 次 序 , 可 得 下 列 积 
分 表达 式 : 
.0 = 让 | ed0 一 | eed 

(largt| < x/2), 

或 者 {因为 sinifsin9 一 v8) 是 的 冶 函 数 其 积分 为 零 ) 

本 已) = 寺 | cosGfsing — yd 一 | da 
C|argt | < x/2)., 
特别 是 对 于 整数 阶 Bessel 图 数 , 有 
L000= | ese ed 
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一 汉 | ee wd 
一 六 ~ cos (tsind 一 md 
(4 一 0 土 1, 士 2,…). 
(5) 展开 公式 
由 上 述 J,(5) 的 第 一 个 积分 表达 式 立 即 可 以 看 出 ， 


ezp| 羡 G 一 二 5 是 工 (5 的 生成 函数 , 即 其 Laurent 展开 为 


eso DEO Oo0). 


网 三 一 上 oO 


在 上 式 中 若 含 一 记过 一 上 ,并 利用 J]_ :二 (一 2"],， 可 得 


ew > hkr)ire™ 


= JolRr) 十 > Lkr)ine™ + J_n(kr)i re ™] 
同一】 


一 Jofgr) 十 2 > ,iJ Chkr ycosnd, 


=] 


它 代 表 平 面 波 用 柱 面 波 展 开 的 公式 . 
下 面 再 来 推导 平面 波 用 Legendre 名 项 式 展 开 的 公式 . 设 [ 见 
12. 4, 4(6) 最 后 (rm 一 0)j 


er 一 alkr)P Ceosd), 


了 一 自 


artkr) 一 2 ebxPifxr)dz (x = cos 的 。 
一 1 
用 PiCz)y 的 Rodrigues 公式 代入 并 分 部 积分 ! 次 可 得 


22 二 1 1 fw 出 
A CR) = 3， 二 | ee A 一 1Y}'dzx 
1 四 
一 2 " (一 Ga evr 一 1)idz 
本 一 1 
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= Sl Gary Y、 er xz — 1)'dx 
2 it 1 n= 
2 
一 its "(—) 2 5 Co ' (rt CO— 1Y'dr, 


对 一 二 


最 后 一 行 的 被 积 范 数 中 已 消除 其 积分 值 为 零 的 奇 晒 数 部 分 . 对 于 
最 后 一 行 的 积分 , 令 zr? 一 w 后 可 化 为 B 函数 ,得 到 


| i :1 ”1 ! 
| rc — 1Ydx— (—)} 六 | we 2 CO— wy du 
向 们 


| rls+ rut 1) 


TY 上 
—( ) 3 


nl 十 十 三 | 
LS TV 开 
2271(s TI 十 六 十 = 十 1] 


TE 


一 《一 % 


571 ,PG+1) 一 L141. 于 是 ,合并 化 简 后 得 到 


225 1 


; 1 二 rr 
a HDIN RY; 十 一 一 圭一 一 一 (各 


rlz 寺 +s 二 1] 


1 十! 十 证 


= 2H DEN SzJtt kr) = 2+ DAkr), 


这 里 应 用 了 Bessel 函数 的 级 数 表 示 以 及 球 Bessel 函数 的 定义 , 因 
此 ,最 后 得 到 平面 波 用 Legendre 和 争 项 式 展开 的 公式 : 


er > C2 十 ij, CRr)P, Ccost). 


一生 


(6) 变形 Bessel 锰 数 
由 于 变形 Bessel 方程 可 从 Bessel 方程 令 5 一 izr 而 得 , 故 可 直 
接 引 进 其 两 个 线性 无 关 解 如 下 ， 
Lr)=e “I (re™w) (CC— rargr < x/2) 
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一 eam] (Cre "2Y Cx/2 < aT 阁 工 < TT) 
-| 下 宫 二 Feprra( 计 
加 在 TY 十 天 十 1) 2 


Tn 


poinua ll") TT l Cr》 


L(tz) 和 K,(z) 分 别称 为 变形 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 函数 . 注意 
到 , 当 是 实数 时 ,它们 是 实 函 数 . 另外 , 当 v 一 n( 整 数 } 时 ,由 本,== 
一 ?林芝 上面 的 定义 ,显然 可 见 

TI_ Cr) 一 下 (zxz). 


K,(x) 一 
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第 13 章 ”微分 方程 的 数值 解法 
13.1 数值 方法 的 重要 性 


现代 科学 技术 问题 最 终 常 归结 为 求解 微分 方程 . 在 实际 问题 
中 我 们 所 要 求 的 并 不 是 用 一 级 数 或 积分 所 表 还 的 芽 数 ,只 要 求 出 
上 几 点 之 值 已 经 可 以 ,并 不 需要 那么 准确 的 函数 . 而 且 要 求 准确 解 在 
多 数 情 况 下 非常 麻烦 、 其 至 根本 不 可 能 ,不 如 用 数值 方法 之 既 经 济 
义 实惠 . 

在 实验 里 所 求 得 的 物理 量 之 间 的 关系 在 方 烙 纸 寺 用 几 个 点 巾 
示 , 要 从 这 岂 个 点 找 出 某 点 的 微分 或 茶 二 点 之 间 的 积分 , 则 不 得 不 
用 数值 方法 . 

数值 方法 还 有 一 个 好 处 是 可 以 个 计 误 差 , 因 此 可 在 我 们 所 容 
许 的 误差 范围 内 来 选用 适当 的 方法 . 

数值 方法 ,由 于 其 重要 性 ,以 及 电子 计算 机 的 发 展 ,将 是 数学 
中 今后 最 有 发 展 前 途 的 一 个 分 支 . 


13.2 Weierstrass 定理 


对 区 间 [Le, 引 上 的 任 一 连续 实 值 函 数 f(z) ,存在 多 项 式 序列 
{P(Xz)) , 它 在 区 间 [a,8] 上 一 致 收 化 于 f(x). 

这 是 关于 函数 通 近 的 Weierstrass 定理 . 

一 个 函数 实际 上 是 很 多 点 了 于. Weierstrass 定理 说 ,任何 区 数 
都 可 用 有 限 项 的 医 级 赦 来 通 近 ,在 小 范围 内 可 用 很 少 几 项 的 堵 级 
数 来 通 近 . 有 时 为 了 采用 很 少 的 项 数 来 通 近 , 常 将 许多 点 子 分 成 若 
干 段 ,那么 每 一 段 就 可 用 惰 次 多 项 式 来 副 近 了 ;这 种 方法 称 为 分 段 

了 7 


通 近 . 
插值 法 是 函数 通 近 的 重要 方法 ,也 是 导出 数值 微分 、 数 值 积 
分 、 微 分 方程 数值 解 等 其 他 许多 数值 方法 的 依据 . 所 以 ,下 面 先 介 
绍 一 下 插值 方法 ， 


13.3 插 值 法 


播 值 法 就 是 给 定 一 组 4% 一 了 Cr)》 值 ， 《Tiy 3 一 个, ] ,nn， 遇 
何 由 此 求 出 未 给 各 点 的 x) 值 的 数值 方法 . 具体 作法 是 先 选 定 插 
值 函 数 类 型 ,再 由 插值 条 件 米 确定 其 中 的 待定 参数 .，. 

常用 的 插值 函数 类 型 有 :; 代数 多 项 式 型 ,三 角 和 多项式 型 ,有 理 
消 数 型 . 

三 角 插 值 一 般 广 泛 用 于 时 同 序列 和 周期 现象 的 数值 Fourier 
分 析 . 在 这 方面 ,所谓 “快速 Fourier 变换 (FFT)” 是 尤其 恒 要 和 成 
功 的 ， 

有 理 插 值 特 别 适用 于 被 插 函 数 具 有 极点 或 其 他 奇 点 的 情况 ， 
例如 , 相 变 点 邻近 的 热力 学 函数 . 有 理 插值 还 与 Padé 通 近 密切 相 
关 , 后 者 在 许多 物理 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 

最 有 用 的 还 是 条 项 式 播 值 , 它 既 简 单方 便 , 又 是 多 种 常用 数值 
微分 和 积分 公式 的 依据 . 

下 面 仅 对 多 项 式 插值 作 简 要 介绍 . 


13. 3.1 多 项 式 插值 中 和 


对 于 给 定数 据 组 rh : 取 揪 值 多 项 式 为 
到 ,一 co 十 ET 十 … 十 cz 
由 播 值 素 件 


DD W.E.Milne. Numerieal Calrulws, Princeton, 1940; § § 23, 24, 21. 
3. Stoer: R. Bulirsch, Introduction zo Numerical Analysis, Springers New 
York, 1980} p. 38. 
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天 一 一 1 
来 确定 参数 coyc),… ,c，; 其 插值 余 项 为 
RC) = f(x) — P,(x) = 二 训 [Tc 一 za， 
式 中 上 是 区 得 中 的 某 一 点 ,这 里 假定 被 插 函 数 六 cz 在 区 全 上 m 十 1 
次 可 微 ， 
《17 Lapgrange 揪 秆 公式 
引进 Lagrange 争 项 式 


{=0 Tr 
TY 


显然 有 L, tT) = 人 6,. 于 是 ;插值 问题 的 解 可 表达 为 


(TI) (7) 三 > 二 一 二 

这 是 具有 重要 理论 意义 的 Lagrange 插值 公式 . 

(2) Neville 插值 算法 

Lagrange 插值 公式 便于 进行 理论 分 析 , 也 是 导出 数值 微分 或 
积分 会 式 等 的 理论 依据 . 但 是 ,对 于 仅 求 某 点 之 插值 结果 而 言 , 实 
际 计 算 则 以 某 种 选 代 算 法 更 为 方便 ， 

下 面 介 绍 Neville 插值 算法 ,特别 适宜 于 计算 机 上 采用 , 现 列 
表 并 给 出 具体 算法 如 下 表 : 


-— 


于 13.1 


其 中 
Ng = Ys i CO 二 0] ,ns 
N,, — 1 1 本 ， 


1 we 1 一 于 


] 和 是 捷 tiL 一 1) 


13. 3.2 三 次 样 条 插 信 人 了 2 


在 整个 插值 区 间 采 用 一 个 高 次 多 项 式 进行 插值 ,常会 带 来 插 
值 过 程 的 不 稳定 性 . 另 一 方面 ,单纯 的 分 段 揪 值 又 不 能 保证 良好 的 
总 体 光 滑 度 . 样 条 插值 是 一 种 非 局 部 性 分 段 插值 ,能 保证 具有 一 定 
程度 的 总 体 光滑 度 . 

三 次 样 厅 插 值 的 基本 近似 是 在 每 一 个 子 区 间 [zi;xi41j 将 函数 
f(r) 都 用 三 次 多 项 式 来 代表 ， 


Sz) = Br — xr) + EA: 一 x)? 十 6,lz 一 x 


二 二 f=01, ne 1 
除 要 求 在 插值 节点 处 满足 持 值 条 件 
(ri 一 zi 一 和 人 一 站,] er 好) 

外 ,还 要 求 在 每 个 分 段 点 处 满足 直至 二 阶 导数 的 连续 性 条 件 
Stri— 0) = Sr 0 Sx 0) = Sr 0), 
Sir C—O) =o"tr 0 EM, (二 ,2 1); 

震 再 在 两 端点 ze 和 x 各 给 定 一 个 边界 条 件 ,插值 问 题 即 可 惟一 
定 解 . 
由 此 容易 求 得 样 条 函数 SCz) 中 系数 ,B76.(i 一 0,1,-…， 
fr 一 17 的 下 列 结 果 : 
tr 二 Ya 


DD J Stoer, R. Bolirach; Iniroduction to Numerical Anaivyiis, Springer: New 
York, 1980, p. 93. 
久 ” 治 康 等 :+ 数值 计算 方法 3, 科 学 出 版 社 :北京 ,1978sp. 13. 
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pf 一 dd ， 


I 于 nA, 
2 -一 TH 一 6 Mn 十 214)， 
他 一 下 (Ri 一 NM; 


其 中 A Ti - 2 而 利 NM 风 分 别 是 节点 补 处 的 郴 数 值 ( 给 定 ) 
和 和 二 阶 导 数值 . 由 S' (x; 一 0) 一 S' (Cz, 十 0) 条 件 可 求 得 Mi(i~0,1, 
… 9) 天 满足 下 列 方程 ， 


和 A 中 1 十 砚 ， A + 六 一 条-1 
6 一 十 3 Mi, 十 6 My 一 A 页。 时 
{= ly ,A 1. 
通常 采用 的 边界 条 件 有 ， 


(1) 自然 样 条 ,S"(zxo) 一 S*z,) 一 0; 附 加 方程 为 
Mo—0, M,=0, 
(2) 给 定 导数 秆 ,5' (zo) 一 y,S'Czr,) 二 i, 可 求 得 附加 方程 为 


2hoM 十 ho = 6| > 六 9 一 区， 
心 


六 if。 1 十 25。 MM, 一 6| », 一 壮志 2 |， 


(3) 给 定 二 阶 导数 值 ,S"(zxo) 一,S"(z,) 一 y', 附 加 方程 为 
i 一 yy, M1, 一 Ye. 
于 是 ,结果 导致 关于 MM pp :if 的 下 列 线性 方程 组 9 


2 如 Ni, do 
A 2 和 Mi 好 1 
Ps “ 

2 A 
A 2 #4 


其 中 
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A, _ 四 _ il 
和 二 
2 = 6 | Yi 
A 十 三， 五: hs_1 


i =1,2, nO 1 
而 和 sdoypmrds 则 按 不 同 边界 条 件 由 下 表 给 出 : 


13.4 数值 微分 和 积分 


数值 微分 或 积分 虽 可 以 通过 对 搏 值 多 项 式 进 行 微 分 或 积分 而 
求 得 ,但 以 采用 待定 系数 法 进行 推导 常常 更 为 简便 , 面 且 较 普 遍 适 
用 ， 

13. 4.1 数值 微分 人 ? 


设 给 定 四 点 : CT + Yo)s Car) {rrr yz (Ta ya)， 谷 求 i 一 


到 


根据 两 elerstrass 定理 ,可 用 和 多项式 首 近 为 


F 上 上 
4 一 fo 十 衫 年 十 co 十 cx3， 


WE. Milne, Nomerica! Catcuinss Princetrons 1949: § 26, #27. 
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9 一 cl] 十 2czz 十 3car?s 
于 是 ,可 得 出 下 列 方 程 组 ， 
一 十 Qecs 十 ce 十 2c7?zi 十 3cs Ti 一 总 ， 
一 yo 十 co 十 0 十 cars 十 Co = 0， 
一 31 十 Co 十 ciXl 十 cor? 十 co = 0， 
一 ya 十 co 十 crs 十 Cor? 十 CX 一 0， 
一 3a 十 co 十 ci xs 十 Cox: 十 cs 二 0. 
根据 线性 变换 的 定理 , 若 以 一 1;coyeiycaycs 为 五 变量 , 则 和 窝 得 


非 平 筷 解 , 即 
《一 1 ,co 0) Cs ,ca) 了 (0,0,0,0,0) 


(现在 一 1 了 壮 0, 上 述 情 况 满 足 ) ,必须 
wy 0 1 2r 3x: 


Yo 1 2 .0 2 
Hy 1 rz | 一 0 
ys 1 X22 x2 2 
y3 1 Zz Zz Xs 


解 出 之 , 即 得 yi 为 yi 的 线性 组 合 . 
男 一 方面 ;也 可 直接 令 
3 = Coo 十 Cl31 coy 十 Ca33 

而 衫 定 其 系数 , 由 于 任何 三 次 多 项 式 都 是 1, (x 一 0) ,tx 一 ro)?， 
《z 一 2 和 四 范 数 的 线性 组 合 , 因 此 , 若 y=1, (x 一 zx0)，, (x 一 0):， 
(zr 一 zo)’ 能 满足 上 式 , 则 任何 三 次 多 项 式 也 就 能 满足 上 式 了 . 设 y 
分 别 为 此 四 函数 ,对 于 等 中 点 + 一 zo 十 证 (一 0;1,2,3) 容 易 求 得 
系数 c; 应 满足 : 

0=co 二 中 十 ci 十 531， 

1 = he + 2hcs 十 3hess 
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2 下 = hic 十 42 十 9 
3 三 ? 一 hac 十 Bhic, 十 27hic,, 


解 出 c 结果 得 到 
加 一 ok 2¥0 一 3%1 十 6yz 一 33 十 外 yo ， 
其 中 误差 项 是 由 插值 余 项 求 得 ; 


4 3 
及 人 zi) 一 i 一 | 


工 一 于 1 


ye 


一 CL 一 | 一 1 一 并 3》 


24 
Sy). 
还 可 导出 其 他 一 些微 分 公式 ,这 里 不 子 描 述 ， 
13. 4. 2 ”数值 积分 隐 


数值 积分 也 可 采用 待定 系数 法 类 似 地 进行 推导 . 这 里 先 换 用 
Lagrange 播 导 台式 


PKz) = yiCz)， 了 (zz) = TT 
t= 日 


[oo Ti 
Ci 

作为 通 近 函数 来 求 | "ydx. 

对 于 等 距 点 区 一 和 0 十 让 (t=0,] LE + 和 引进 + 二 To 十 用 ; 则 有 
= 
Lz) =A = [I 一 
人 
于 是 ， 


| 1 TT | "(XIdz = pA 


DT VW.E. Miine, Numericai Cadcnlur, Princetons 1949, 号 § 28— 36. 
人 本 Stoer， 及 . Bulirsch, Introducrion to Numerrcaf Anadysis: Princeton: 1980: 
§ 3. 1. 
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= "| AC)dz 


tm 


例如 ， 对 有 
了 


t (FC 1 Oo 2) 1 ,a 1 
,TO 二 (0 2 = z| 3 + 2)dt = 3 


mr Ed | ( — 2)dt 于 ， 
心 


(1 — 0)(1 一 2) 3 
EDGE Dy lf _1 
m7 | os DY a, Dd = 3 

于 是 ,得 到 下 列 近 似 值 : 


a 


| ydz = 0 十 431 十 y2) 一 oh, 


这 是 著名 的 Simpson 法 则 . 关于 所 引 误 差 项 ,这 里 不 作 论 证 . 


几 个 常用 的 类 似 数 值 积分 法 则 询 于 下 表 ; 
家 13.3 
和 机 一 5 ns 误差 名 称 
1 1 2 三 3 十 y” 梯形 法 则 
2 141 6 hs 克 yt Simpson 社员 
3 1331 8 而 5 3 378 法 则 
4 73212 32 7 90 hn Boe Milne 法 则 
以 上 这 些 结 果 都 属于 


Ydz = Aoyo 十 qi 十 … 十 人 yo 
op 
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这 种 类型 , 它 包 含 两 端点 纵 标 在 内 ,统称 之 为 Newton-Cotes 闭 型 
积分 公式 . . 
另 有 一 类 Newton-Cotes 开 型 积分 公式 ,属于 


| dz = 413 十 ya 十 … 十 及 in-i 
这 种 类 型 , 它 不 食 端 点 纵 标 . 现 以 
| ydz = 又 一 加 二 20 十 26 
为 例 ,用 待定 系数 法 推导 如 下 . 
分 别 忆 y= 二 1 ,tz 一 x0) (Xx 一 x0o)? 代入 前 式 后 得 到 
4 一 A 十 A; 十 As， 


Bh = A + 2A, + 3A:, 


— 4 十 44， | 9As; 


解 之 得 4A 一世 h， A 一 一 后 h,4s 一 世 , 此 即 引 例 之 结果 . 至 于 所 引 


误差 项 , 则 需 另 行 计算 ,这 里 不 于 讨论 . 
待定 系数 法 还 可 用 于 推导 更 普遍 类 型 的 公式 . 例如 , 设 


2 
| vax — Ay Aoye + Aiyi + By. 
Tn 


分 别 3 一 1 {x To) 4 {IO— zxo) 由 { 工 一 工 0 代入 后 得 到 
2h 一 总 _) Ao 十 Al, 


2 一 A_i 十 AAl 十 BB， 


Sh A 十 4， 


dh 二 一 A. 十 A} 
__2 __2 _10, 5 2 
解 之 得 4_:= 一 3h'Ao=—3h,A= 3h,B=—2h .结果 有 


< 再 
| 3dz 一 全 (5 一 ye 一 3 一 3 站 :3 十 Ped : 
Th 
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其 中 引用 了 误差 项 而 不 作 推导 ， 
13.5 微分 方程 的 数值 解法 


由 于 现代 科学 技术 实践 的 需要 与 计算 机 的 不 断 更 新 换代 , 求 
解 微分 方程 的 有 限 装 分 法 得 到 很 大 进展 ,而 且 还 发 展 出 了 加 新 的 
有 限 元 法 ,目前 都 有 广泛 应 用 . 

下 面 仅 对 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 作 一 简要 介绍 ， 


13.5.1 Runge-Kutta 法 由 


对 于 一 阶 党 微分 方程 


a | 
二 = y = fry), 


在 区 间 (z, ;zp+1) 进 行 积分 可 得 
yptl 一 Jp 十 | ”Aeropdr 
Tp 


由 于 对 f(z,y) 采 取 不 同 的 过 近 式 ,可 得 不 同 的 公式 . 
例如 ,着 分 别 用 两 端 值 .平均 值 或 中 点 值 代替 之 , 则 得 Euler 
折线 法 的 结果 : 
ypT1 一 ap 十 正六， 同 前 其 公 式 ， 
| — ys hf pt 9 向 后 差 公式 » 
ye 一 yp 十 广 hCfpr1 十 fp) ,平均 (梯形 ) 公 式 ， 
ypt1 二 8 十 和 fp+4 ;中 心 差 公式 ， 
最 后 一 个 常 改 为 
3p+1 一 yp 2hfs. 
注意 到 ,这 里 采用 等 距 点 闫 一 Try1 一 zz 太一 (zyyr)。 
车 将 Euler 中 心 差 会 式 中 的 yp+1 在 zs 处 展开 为 


也” 汉 康 等 :《 数 值 计 算 方 法 ), 科 学 出 版 社 , 北 京 ,19784 8 11. 3. 1, $11.8. 
386 


过 nn 1 
ypt4 2 yp 十 (2) 2 = ys tt phi(re, Ye), 


则 得 二 阶 Runge-Kutta 算法 : 
3p+Hl 一 yp 十 大 8， 


友 3 “一 Af[ zx, 十 hy 十 三 让 了 
天 1 一 frps Ye). 


采用 类 和 似 结构 和 作法 ,可 得 四 芥 Runge-Kutta 算法 如 下 : 
3p+l 一 Jp 十 人 人 十 2 站。 十 285 十 此 2， 
开 1 一 hires ye) 


kz 一 HH 工 ， 十 pu 十 二 ,| ' 


此 ，。 一 hf|z, 十 hy 十 二 | ? 


下 4 一 hf (ry 十 请 ,yp 十 天) 

由 此 会 式 , 若 已 知 yy, 就 可 依次 算得 至 记 ,从 而 求 得 yr1. 因此 ， 
对 于 初 值 问题 ,由 给 定 的 yo, 即 可 通过 令 p==0,1,2,… 逐 步 求 得 
yy2sY3， 这样 继续 进行 下 去 . 它 县 有 四 阶 精度 ,是 广 为 应 用 的 
一 种 算法 . 

应 该 注意 ,Runge-Kutta 算法 是 非 线性 单 步 差 分 格式 ， 

顺便 指出 ,本 小 节 的 方法 同样 适用 于 一 阶 常 微 分 方程 组 ,只 要 
将 所 有 y,& 和 相应 地 都 换 成 矢量 y, 大 和 上 子 即 可 ， 


13.5.2 Adams 法 出 


对 于 下 一 小 节 的 公式 


DD Stoer, R. Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, Princeton, 1980: 
§ 7. 2.6. 
辐 ” 冯 康 等 ;数值 计算 方法 }, 科 学 出 版 社 , 北 京 ,1978; $ 11. 6. 
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Yspt+1 一 yp 十 | fCr, ydz, 
Tp 


将 其 中 的 f(x,v) 用 Lagrange 插值 公式 子 以 吏 近 并 进行 积分 ,可 
得 Adams 法 的 结果 . 由 于 有 外 插 与 内 插 之 别 ,; 以 及 多 项 式 次 数 的 
多 蹇 ,而 有 下 列 丰 同 之 公式 (精度 为 g 十 1 阶 )， 

Cc) Adams-Bashforth 公式 


采用 让 插 方 式 的 Adams-Bashforth 公式 形式 为 
yptl 一 yp 十 A Dj Prfpis 


1 十 ! . 
pe [TT EL, 10g 


一 0 时 即 Euler 向 前 差 公 式 . 


表 13.4 
0 1 2 3 
Be 
Po 1 
28, 3 一 】 
12p85 23 -一 16 5 
248a 55 一 59 37 一 号 


(2) Adams-Moulion 公式 
采用 内 播 方式 的 Adams-Moulton 公式 形式 为 


了 
Yat1 一 ya 十 A Bfor,, 
r= 


8, 加 [1I fa, i = Ol ds 
系数 B, 见 表 13. 5. 因为 公式 右 端 隐 含 有 ys41, 称 为 隐 式 . 可 以 看 
出 ,g 二 0,1 时 分 别 对 谱 于 Euler 向 后 闫 及 平均 公式 . 

导 88 


应 该 指出 ,Adams 法 须 用 (9 十 1) 个 结 点 上 的 值 米 计算 ys， 
是 和 多 步 法 ( 当 gqg 沁 1 时 ), 须 用 起 步 算 法 , Adams 法 采用 的 是 线性 多 
步 差 分 格式 . 


13. 5.3 预 估 校正 法 呆 


实践 中 常 采 用 一 个 显 式 公 式 作为 预 估 式 ,然后 用 一 个 隐 式 公 
式 作 为 校正 式 , 称 为 预 估 校 正法 ;其 中 还 需要 其 种 起 步 算法 . 
” 例如 ,采用 Newton-Cotes 开 型 积分 公式 


yon = pps + SRY 一 ys + Zsa) + hy® 
作为 预 估 式 ,Simpson 公式 
1 
Yptl = Ye 3 hy + 4ys 十 yz) 一 


作为 校正 式 . 
为 了 起 步 , 除 初 值 Yo 外 ,还 需 Hl Nl ;yz1 可 由 下 烈 起 步 式 : 


一 1 f f r dan 1 Sys) 
yl 一 3o 二 34 和 《730 十 163o 十 y 1)》 十 4 jg0F ， 


3 《5 
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1 r 1 n 
yl 二 Yo 一 34 CY 十 16y0 十 7y_1) 十 yo 十 hy®, 


2 r 了 
32 一 Yo 十 ah — yo Oo yy) — 2h2ys 十 nich yy 


DD WwW,E,Milne, Numerical Catceutus, Princetons 1949: $ 39. 


来 提供 . 首先 由 yl = yo 二 hys 和 各 y= 0 — hyo 给 出 yn 和 y-: 的 试 
探 值 ,然后 可 由 前 二 式 并 且 结 合 微分 方程 及 再 求 导 所 得 方程 经 反 
复 寺 代 以 求 得 > :和 为 的 起 步 值 . 最 后 一 式 则 给 出 y; 的 起 步 值 . 
这 就 是 此 法 的 起 步 算法 . 

有 了 这 些 起 步 值 ,就 可 由 所 给 公式 求 得 下 一 点 »; 的 预 居 值 和 
校正 值 . 由 误差 项 可 人知 

校正 值 之 误差 约 为 :5( 校 正 值 一 预 估 值 )， 

若 此 值 符 合 精度 要 求 , 即 可 继续 进行 下 去 . 否则 党 缩短 步 长 ,将 
步 长 减 半 约 使 误差 减 为 1/32. 者 两 者 之 差 可 和 忽略 不 计 , 可 试 将 步 
长 加 税 , 闭 仍 有 足够 精度 ,可 使 工作 量 减 半 . 

下 列 Adams 公式 ， 


下 
yoti = yp t+ Fol23ys 一 16 + 53p 2)， 


yan 一 Ys 十 六 (9 十 19ys 一 53?p 1 十 yp_2)s 
也 是 常用 的 具有 四 阶 精度 的 预知 校正 式 . 
13.5.4 二 阶 常 微分 方程 
对 于 二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 .， 
Y 一 fr yy ), 
yro) 一 Yos ~ Cro) “一 0 


同样 可 用 预 估 校正 法 求解 . 
例如 ,3p+1 的 值 由 


Jpfl 一 3p_s 十 hy 一 y+ 2y 2) 
顶 佑 :ys+i 的 值 可 由 
Yasti 一 Yp_1 十 Ca 十 4y, 十 yp 1) 


求 得 ,而 的 值 则 出 微分 方程 冰 得 ;然后 用 
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yt 一 yo 十 (2 4 十 yo1) 
校正 yy 车 校正 量 相当 大 , 则 需 迭 代 校 正之 . 至 于 起 步 算 法 ,用 上 
一 小 节 的 起 步 式 来 实现 ,只 是 把 每 个 公式 员 的 yyy ;yy 换 成 y' ,yy"， 


下 


了 ， 
对 于 不 含 一 阶 导数 的 情形 : 
Y= f(r,y), 
可 分 别 采 用 
Metl1™ Vp 十 Np- Mp 3 十 5 十 2yr 十 5 ys-2) 
7 poe) 
十 7a0" ys 


Yept1— LYp 一 pl 十 了 本 《ez 1 十 10ys 十 yy 1 


hoy (6) 
241 
作为 预 估 式 和 校正 式 ; 起 步 算 法 与 上 面相 类 似 . 


13.6 数值 计算 方法 程序 库 


关于 数值 计算 方法 ,包括 本 书 ( 第 4.13 章 及 其 他 处 ?讨论 过 
的 ,以 及 大 量 未 提 及 的 ,目前 大 都 有 现成 的 标准 的 数值 计算 方法 程 
序 库 可 供 调用 ,甚至 可 从 互联 网 上 下 载 , 没 有 必要 自己 去 编程 序 . 

文献 4 计算 物理 ?有 专门 一 章 介绍 如 和 何 应 用 科学 程序 库 和 万 
维 网 来 获取 所 需 程序 . 

一 些 可 资 用 的 标准 科学 和 数学 库 包 括 ， 

LAPACK ， 线性 代数 程序 包 

SLATEC: 综合 数学 和 统计 程序 包 


二 R. H. Landau, M. J. Paéz, Computationa! Physicss ProMem Smng wnth 
Computers, Wiley and Sons, New York, 1997; & 3 15.8, 15.9, 15. 12—15. 14. 
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Netlib : 免费 数学 程序 库 的 万 维 网 生生 库 
IMSL : 国际 数学 与 统计 程序 库 

ESSL; 工程 和 科学 子 程序 库 CIBM) 
DXML :高 级 数学 程序 库 (CDEC) 

NAG: 数值 算法 组 (UK Labs) 

BLAS;: 基本 线性 代数 子 程序 4 积 本 ) 


其 内 容 泣 盖 有 : 
线性 代数 演算 和 窍 陈 运算 
线性 方程 组 的 解 本 征 系统 分 析 
插值 . 拟 合 祯 分 方程 
根 、 零 点 、 极 值 随机 数 演 算 
统计 函数 数值 来 积 


该 书 并 介绍 了 获取 适用 子 程 序 的 信息 (8 3 15.8,15.9), 最 后 
三 节 (815. 12 一 15, 14) 还 列 出 了 LAPACK、Netlib 和 
SLATEC 的 简短 目录 . 
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378 法 则 

函数 
一 的 递 推 关系 
一 的 周强 积分 表示 
一 极点 处 的 留 数 


点 


点 bel 群 
Adams-Bashforth 公式 
Adatns-kMoulton 公式 
Adams 法 

Aitken 方法 

Argang 图 


Bessel 方程 

Ressel 滑 数 的 积分 表示 
Brown 运动 

B 滑 数 

半 奇 数 阶 Bessel 函数 
伴随 和 矩阵 

伴随 微分 方程 

伴随 微分 算 符 
本 征 多 项 式 

本 征 方 程 

本 征 矢 

本 征 矢 的 性 质 


索 


384 
324,3251f 
2 

328 .329 
326 


23，44 
388 
388 
387 
178 
304 


299,367f 
371 
277 
327 
371] 
69 
2B8 
289 
147 
147 
146 
148 


5| 


本 征 值 

本 征 值 谱 

本 征 值 问题 
本 策 奇 点 

边 值 问题 
变 端 点 问题 
变 分 
变 分 导数 

变 分 法 
变 消 数 
变换 之 积 
变形 Bessel 方程 
恋 形 Bessel 消 数 
标 积 

标量 

标量 场 
标量 场 的 梯度 
标量 积分 元 
标量 密度 
并 舌 

波长 

让 动 方程 
波 膜 

波 节 

被 所 

波 数 

波 速 


146 

147 
4146ff 
308 
264346 
229 

226 

227 

225 

225 

20 

368 

374 
32,37 
4,95,115 
101,115 
101;,115,130 
123 

122 

95 

296 

271 
297 


波 阵 面 296 
不 平衡 现象 272 
不 确定 性 原理 210 
步 长 89,383.389 
C 

Cauchy 定理 314 
Cauchy 积分 公式 320 
Caychy-Riemann 杂 件 311 
Christoffel[ 三 指标 1 和 罕 寻 129 
thriatoffel 符号 的 给 并 133 
Cramer 法 则 3 
CR 条 件 311 
播 植 法 375 于 
插值 杀 性 377 
插值 余 项 378,381 
差分 263 
差分 方程 263 
差分 格式 264,386-—388 

非 线 性 一 387 

显 式 一 388 

线性 ~ 387 

隐 式 一 388 
常规 解 360ff 
常 徽 分 方程 250 
常 微 分 方程 的 等 价 定理 253 
超 定 方程 组 251 
超 斤 何方 程 330,340ff 
起 几何 硝 数 344 
起 几何 级 数 344 
习 厂 (夫人 民 ) 活 ( 求 本 征 慎 的 ) 161 
初 值 间 题 259,303 
存在 性 定理 260 
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D 


DAlembert 方程 

DD'Alembert 符 

Descartes 张 量 

Descartes 直 息 坐标 基 

Dirac 函数 

代数 余子 式 

待定 系数 法 

单 步 法 

单位 并 和 所 

单位 矩阵 

单位 热源 的 时 空 热量 分 布 

单位 张 量 

弹性 张 量 

倒 易 核 

等 价 关系 

地 层 的 热 悖 学 

递 推 关 系 
Bessel 困 魏 的 一 
Legendre 案 项 式 的 一 
连带 Legendre 函数 的 一 
球 Bessel 函数 的 ~ 

第 二 类 Bessel 函数 

第 三 类 Bessel 函数 

第 一 类 Bessel 画 数 

调和 函数 

这 民法 

述 代 矩阵 

壕 慌 收 人 证 性 

迄 民 算法 

度 规 张 量 

对 称 变换 群 


213 


395+356 


284 

284 

92ff 

lz20 
"217;274 
6.76 
38] ,385 
387 

98 

19 

275 
98,132 
9 

170 

33 

281 


"370,371 


370 
355 
356 
371 
369 
号 可 号 
368 


对 称 核 176 


对 入 知 阵 32 
对 称 群 39,45 
对 称 性 24 
对 称 张 基 103,119 
对 控 42 
对 角 优 势 矩阵 87 
对 数 支 点 310 
元 步 靶 387 
名 项 式 插 值 377ff 
多 值 画 数 310 
包 值 医 数 的 [ 单 值 ] 分 支 310 
多 值 消 数 的 特征 指数 336 
E 
Euclid 及 何 学 35 
Euclid 空间 120 
Euclid 群 35 
Euler-Lagrange 方程 244 
Euler 变 分 方程 227 ,244 
Euler 折线 法 386 
二 次 更 142 
二 次 型 的 标准 型 151 ,156 
二 次 型 的 符 导 差 157 
二 次 型 的 府 性 159 
二 地 数 的 标 积 189 
二 阶 党 微分 方程 的 常 点 330 
二 阶 常 微分 方程 的 奇 点 330 
二 阶 常 微分 方程 的 歼 值 解法 390 
二 面 笨 群 25,45 
二 维和 三 维 空 间 的 Fourier 级 数 199 
二 重 矢 量 104 


F 

Fourier 亦 换 202,210 
Fourier 积分 200 
Fourier 积分 的 算数 形式 201 
Fourier 和 分 定理 201 ,202 
Fourier 级 匠 194，199 
Fourier 级 数 的 复数 形式 201 
Fouriet 鞭 数 194 
Fredholm 初 余子 式 169 
Fredholm 积分 方程 165 

第 二 类 一 165,187 一 175,181,184 

第 二 上 燃 一 165 

第 一 奖 ~ 165,187 
Fredholm 基本 美 系 170 
Fredholm 解 170 
Fredholnt 行列 式 工 生息 
Fuchs 型 方程 340 
反 变 度 规 张 基 121 
反 变 矢量 114 
反 称 和 矩阵 32 
反对 称 张 量 103。119 
反射 25 ,94 
证 函 221 
坟 阵 4 
仿 射 变换 30 
仿 射 迹 换 群 30 
仿 射 联络 127 
仿 射 联络 系数 127 
非 孤 他 奇 点 309 
非 齐 次 波动 方程 284 
非 奇 异 变 按 14,19ff 
非 线 性 微分 方程 250 
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非 正 而 毅 点 
分 抉 矩 阵 
分 块 链 式 各 
分 离 变量 车 

分 离 常 数 

辐 角 

复 变 函数 

复 变 数 

复 共 轧 转 置 和 矩阵 
复 积分 

复 三 次 单位 根 的 群 
复数 


Ci 


Gauss-Seide] 千代 法 
Gauss 积分 
Gauss 消 元 法 
Green 定理 的 积分 形式 
Green 定理 的 微分 形式 
Green 公式 
Green 图 数 
刚体 
共 因 算数 
共 斩 张 量 
共 形 变换 
共 形 映射 
狐 芷 奇 点 
固定 边界 
广 疼 动量 
广义 空间 
广 笋 坐标 
广 这 坐标 变换 
396 


480 
63 
石生 

294 

294,298,299 

305 

306 

306 
36 

313 
48 

304 


85 
208,316 
?9 
291 
eB9 
233n 
28O0 
35 
305 
126 
312 
312 


H 


Hamilron-jacobi 偏 微分 方程 


246,267 
Hamilton 图 数 244 
Hankel 纯 数 369 
Helmholtz 方程 285 .288,341 
Helmholtz 公式 288 
Hermite 共 斩 上 第 阵 号 厂 
Hermite 矩阵 36 
Hermite 型 142 
Hilbert-Schmidt 解法 181 
Hilbert-Schmidt 展开 181 
Hilbert 空间 211 
Huygens 原理 287 
函数 的 长 肉 189 
函数 的 奇 点 308 
函数 的 支点 310 
范 数 空间 189 
薄 数 系 的 完备 性 192 
函数 系 的 线性 元 美 性 192 
函数 之 间 的 夹 角 189 
函数 之 间 的 距离 189 
行 莱 列 法 则 5 
行列 式 50 
行列 式 的 性 质 52ff 
行列 式 按 行 (或 列 ) 展 开 57 
行列 式 的 导数 76 
行列 式 的 极限 77 
行 舌 量 4 
行 著 67 
恒 辐 变 按 19 
环 306n 


汇合 型 租 才 何方 程 362 
汇合 型 扯 帮 何 函 数 362 
狠 变 张 量 116 
| 

Jacobi 渴 民 法 B85 
Jacobi 行列 式 73 
积分 方程 165 
积分 方程 的 核 165 
积分 方程 可 解 条 件 172 
基本 解 279 
基本 解 组 300 
级 教 解 331 
板 点 308 
极 值 原理 153 
加 性 7 
检 比 法 333 
简 并 本 征 矢 148 
源 江 屡 开 366 
降 阶 法 301 
交错 群 44 
交换 群 23,44 
角 频 率 297 
校正 式 389 
阶 蒋 3444 
解析 函数 307 324 

一 的 Cauchy 定 帘 307 

一 的 斑 eierstrass 定 尽 324 
[和 解析] 荡 雪 的 积分 表示 。 ”304,324 
[和 解析] 活 数 的 级 数 表 示 。 304,322 
解析 延 拓 323,335,348,366 
介 电 极 化 率 张 量 96 
静电 殷 287 


镜 和 虱 法 281 


先 阵 3 和 
矩阵 的 对 角 化 150 
短 阵 的 范 数 71,87 
矩阵 的 迹 71 
矩阵 的 运算 4 
矩阵 的 秩 66 
答 阵 求 道 G8{f 
矩阵 群 27 
卷 积 204 
卷 积 定理 205 ,218 
Fourier 恋 搞 的 一 205 
Laplace 变 控 的 一 2]8 
K 
Kirchhoff 公式 286 


Kronecker 站 符号 
38.58,97~—99,104,.113.167,191 


可 去 坷 点 309 
做 标 113 
扩散 方程 272 
L 
L? 函数 类 211 
EL 空间 211 
EL: 理论 213 
Lagrange 插值 公式 378.383 
Lagrange 莱 晴 237 
Lagrange 莱 数 237 
Lagrange 轿子 235 
Lagrange 名 项 式 378 
Lagrange 法 {关于 二 钦 型 的 } 161 
Lagrange 王 教 229 ,244 
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Lagrange 密度 函数 246 零 丁 隆 5 


Lagrange 运动 方程 244 留 数 318 
Laplace 变换 214 留 数 定理 318 
Laplace 方程 271,285,288 轮换 二 
Laplace 方程 的 一 般 形式 241 NM 
地 物 柱 坐标 系 243 
球面 坐标 系 241 Maxwrell[ 电 磁场 ] 方 程 组 246 
椭 国 柱 坐 标 系 242 Mellin 变换 215 
和 柱 面 些 标 系 242 Milne 法 则 384 
Laplace 符 234 满 秩 66 
Laplace 符 的 运算 133,24] 模 305 
Laplace 展开 59 
Lebesgue 注 诬 211n 
Lebesgue 积分 21i1n Neumann 郴 教 369 
Lebesgue 平方 可 积 画 数 空 间 11 Neville 插值 算法 378 
Legendre 变换 24 4 Newton-Cotes 闭 型 公式 3844 
Legendre 客 项 式 353 Newiton-Cotes 开 型 公式 385 
Legendre 方程 331,350ff Newton 运动 方程 230,244 
Legendre 方程 的 递 推 关 系 332 措 率 张 基 129,138 
Legendre 两 堵 341,352 氢 线 性 微分 方程 250 
Levi-Civita 符号 105 逆 恋 摸 17,19 
Levi-Civita 联络 129 | 道 术 民法 ( 求 本 征 值 的 ) 163 
Levi-Civita 平移 12%8 效 了 枉 法 61 
Liouville 夺 代 天 174 
Liouville 定 娃 313 9 
连带 Legendre 方程 ”298,341,350 偶 置 换 和 44 
连带 Legendre 菠 数 341,352{f p 
连续 群 29 
联络 系数 的 变 搞 律 134 Parseval 公式 135 .203 
链 式 霖 法 ! 链 果 ) 5 | Plancherel 定理 20d4n 212 
列 矢量 4 | Poisson 方程 284 
列 秩 67 | Poisson 求 和 公式 218 
零 张 量 98,118 | 上 方程 350 
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P 方程 的 变换 351 
P 符号 350 
判别 式 270 
抛物 型 方程 270 
偏 微 分 方程 250 
偏 微分 方程 的 等 价 问题 257 
平生 现象 271 
平 过 (梯形 ) 公 式 86 
平面 波 206 
平面 波 用 Legendre 包 项 式 

展开 的 公式 374 
平 闸 波 用 柱 面 波 展开 的 公式 。 373 
平面 行 波 297 
平 称 群 31 
谱 半 径 87 

Q 

齐 次 积分 方程 175 
齐 性 7 
奇 解 301 
奇异 变换 14,17 
奇 置 挽 44 
起 步 式 389 
起 步 算 法 389 ,390 
大 定 方程 组 251 
强 旺 数 259n 
强 函 数 尘 259 
球 Bessel 方程 298, 368 
球 Besse] 函数 371 
球 谐 函数 288 
曲率 标 基 141 
曲率 张 量 136 
曲率 张 量 的 独立 分 量 数 140 


曲率 张 量 的 对 称 性 
趋向 平衡 现象 
全 反对 称 张 量 

全 主 元 销 元 法 
确定 方程 组 

群 

群 乘法 玫 

群 的 生成 元 

群 的 同 构 


及 


Rayleigh-Ritz 比 
Ricci 张 量 
Riemann 空间 
Ritz 方法 
Rodrigues 公式 
Runge-Kutta 法 
热传导 方程 


Schmidt 定理 
Schrodinger 方程 
Schwarz 不 等 式 
Simpson 法 则 
Sylvester 惯性 律 
三 次 样 条 插值 
三 角 搬 值 
三 衣 函数 系 


三 维 空间 和 四 维和 时 空 的 


Fouricr 级 数 
三 重 撩 量 
商定 律 
生成 消 数 


133 

272 

108 
B2190 
290E 
23,19f{f 
20 ,47 :48 
4 和 了 

2 有 本 5 


155 
141 
120 
234 
354 
387 
2721f 


177 
在 入 
190 
384 
l56 
379 
B77 
192 


210 
104 
124 
355+373 
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Bessel 函数 的 ~ 373 
Legendre 包 现 式 的 一 359 
实 部 305 
矢 基 4,92,94 
和 拓 重 场 的 散 度 101 
矢量 的 长 度 35,128 
先 量 前 线性 无 基 9 
矢量 的 线性 相关 10 
矢量 室 间 7 
先 量 空间 的 苦 11 
先 其 空间 的 纵 数 13 
矢量 平移 127 
矢量 之 癌 的 夹 角 35,128 
矢量 之 同 交 距离 35 
和 所 量子 空间 8 
势 方程 271 
收 毅 半径 322 
收 敏 区 322 
数 乘 5 
数 域 305 
数值 方法 376 
数值 方法 程序 库 391 
数值 积分 383 
数值 微分 381 
双 连 续 变 换 113 
双 划 型 方程 270 
四 维 矢 量 111 
四 元 数 306n 
松弛 因子 88 
T 
Tayior 定理 321 
特 解 300 


+00 


特殊 线性 群 29 
特殊 乞 正 群 37 
特殊 正 诡 群 34 
梯形 法 册 384 
通 解 300 
推迟 解 286 
推迟 蔓 287 
椭 阁 型 方程 270 
V 
Yandermende 行列 式 ?2 
Volterra 积分 方程 165 
Ww 

Weierstrass 定理 376 
关子 通 数 通 近 的 一 376 

闪 于 了 匡 数 极限 的 一 153 
关于 解析 函数 同一 性 的 一。 324 
Whittaker M 两 数 365 
机 hittaker 到 孙 数 366 
Whittaker 方程 365 ;368 
Whittaker 函数 的 解析 延 扼 366 
双 ronski 行列 式 ?5 
完全 解析 函数 324 
网 赂 间 芹 89 
微分 方程 250 
微分 方程 的 阶 和 次 250 
微分 方程 的 数值 解法 386ff 
微分 方程 的 正规 形式 . 258n 
无 穷 阶 专 点 310 
无 穷 远 点 330 
五 点 差分 格式 88 


稀 蔓 矩阵 
系数 矩阵 

下 三 角 阵 行列 式 
线性 

线性 变换 
线性 变换 的 移 阵 表 冰 
线性 变换 的 性 质 
线性 变换 群 
线性 方程 组 
线性 积分 方程 
线性 空间 

线性 微分 方程 
线性 微分 算 符 
相伴 张 其 

相 容 次 序 矩 阵 
向 后 差 公式 
向 前 差 公式 
协 变 导 数 

协 变 曲率 张 量 
协 变 敬 度 

协 变 矢量 

从 部 

虚数 单位 

侍 宗 量 Bessel 方程 
循环 群 


压 电 张 基 

寿 Euclid 张 论 
厦 矢 量 

厦 标 量 


59 

了 
1f{f,19,78 
6 

了 

27 
1, ?81{f 
165ff 
了 
250 
288 
121 
88 
386 
号 避 帮 
130 侍 
138 
133ff 
115 
305 
304 
36 台 
生生 


增 广 定 阵 
展开 会 式 
张 量 


张 量 场 的 获 度 


张 量 乘法 

张 基 的 标 积 
张 基 的 内 积 
张 量 的 缩 并 
张 量 的 峰 乘 
张 量 的 外 积 
张 量 的 直 积 
张 量 方程 


107 
379 
36 

36 

37 

29 
14;19 
254n 
96 

98 
377 
345n 
310 
39 
39 

55 
389 
389,300 
2+26 


84 

373 
92ff 

101 
99,1]19 
100,119 
100.119 
99,118 
100+.119 
99,119 
99.119 
102 


生意] 


张 量 密度 
张 量 指标 的 升降 
下 交 变 换 


正 交 归 一 本 征 函 数 系 


正 交 归 一 关系 


124 

121 
31,93 
178 

356 .359 


Legendre 多 项 式 的 一 359 
连带 Legendre 函数 和 前 一 356 


正 交 归 - 北 数 系 
正 交 范 数 系 

正 交 矩阵 

正 交 群 
正 交 坐标 系 
正则 变换 

正则 变量 

正则 方程 
正则 解 
正则 奇 点 
直接 法 

指标 方程 

置换 
置换 的 轮换 表示 法 
置 摘 的 奇偶 性 
置换 矩阵 

置 接 群 
中 心 差 公 式 

重 排 定理 

周期 


40¢ 


191 
359 
33 

314 
120 
245 
245 
245 
3371f 
337 
34 
338,341 ,343 
38 ;40 
41 

43 

38 

44 
386 
42 
296 


周 线 积分 

轴 矢 量 

逐步 求 近 法 

逐次 超 松 弛 入 代 鞭 
逐次 平方 法 

主 解 


自 伴 微分 算 罕 

自 翌 线性 微分 方程 
自由 边界 

自由 指标 

阻尼 谐振 解 


生 ,93 


